Part 1
MATEMATIK-2 (DERS)

1 INTEGRAL

1.1 Fonksiyonun Ilkeli

Diinyadaki bazi olaylarin matematiksel modelleri genellikle bilinmeyen fonksiy-
onlarin tiirevlerini iceren denklemlerdir. Ornegin, dogum ve oliim oranlari
sabit iken niifus ile niifustaki degisim orami dogru orantilidir. Yani P niifus,
% de niifusdaki degigim oram ise % = kP (k sabit) olur. Yine Newton’'un
soguma yasasina gore 1" sicakligina sahip bir cismin sicaklik degisim orani, cismi
gevreleyen ortamin sicakligi ve T arasindaki fark ile dogru orantilidir. Yani
% = k(A —T) dir. Burada k sabit A ise cismi gevreleyen ortamin sicakligidir
ki genelde sabit kabul edilir. Bu tip matematiksel modellere diferensiyel den-
klemler adi verilir. En basit tipteki diferensiyel denklem, f bilinen fonksiyon y
ise x’e bagh bilinmeyen fonksiyon olmak iizere % = f(z) bigimindedir. Boyle
bir denklemden y yi bulma iglemi ashinda tiirevi belli olan fonksiyonu bulma
iglemidir. Bir fonksiyonu tiirevinden bulma iglemi diferensiyellemenin tersidir
ve ters diferensiyelleme olarak adlandirihr. Tirevi f(z) olan fonksiyon F(x)
ise yani F'(z) = f(z) ise F ye f nin ters tiirevi veya ilkeli denir. Tiirev ile
ters tiirev arasindaki iligki dikkate alinacak olursa pek cok &zel fonksiyonun ters

tiirevini bulabiliriz. Ornegin

Fonksiyon Tlkel

f(z) F(z)
1 T

2x x?
CcOs & sinx
% Inx

Bir fonksiyon eger varsa sadece bir tek tiireve sahip oldugu halde, eger varsa
pek ¢ok ilkele sahiptir. Ornegin f(z) = 322 fonksiyonu icin G(z) = 23, H(z) =
23 4+ 1, K(x) = 22 — 7, ---, birer ilkeldirler. Ashinda C sabit olmak iizere
F(z) = 23 + C bu fonksiyonun ilkelidir.

Teorem 1 Eger I agik araljindaki her bir x noktasinda F'(x) = f(x) ise f
nin I dzerindeki her bir G ilkeli G(x) = F(x) + C (C sabit) bi¢imindedir.

Bu teoremden de anlagilacagi gibi bir fonksiyonun iki ilkeli arasindaki fark
sabittir. Boylece, bir fonksiyonun ilkellerinin grafikleri birbirlerinin diisey 6telemeleridir.

Ornek 2 f(z) = 322 fonksinunun ilkelleri F(z) = z® 4+ C bigimindedir ve



bunlarin grafikleri asagrdaki gibidir.

<Y

f fonksiyonunun bir 6zel ters tiirevi, C' ye belirli bir deger atanarak bulun-
abilir. Ornegin f(x) = 322 nin F(1) = —1 esitligini saglayan bir ters tiirevini
bulmak istersek F(x) = 23 + C en genel tes tiirevinde F(1) = —1 esitligini
saglayan C degerini buluruz ki bu C' = —2 dir. Boylece istene iskel F(x) = 23 —2
olur.

Bir fonksiyonun tiirevi icin cesitli gosterimler kullanilmigtir. Bunlardan biri
de diferensiyel operatér denilen D operatoriidiir. Yani F'(z) = f(z) esitligi
DF(z) = f(z) bigimindede gosterilebilir. Buna gore f fonksiyonunun en genel
ters tiirevi icin D~!f(z) = F(z) + C gosterimini kullanabiliriz. D~! e ters
diferensiyel operator denir ve D lineer oldugundan D~! de lineerdir. Yani f ve
g fonksiyonlarinin ters tiirevleri F' ve G ise a ve b sabit olmak iizere af 4 bg nin
en genel ters tiirevi aF' + bG + C bigimindedir.

Ornek 3 f(x) =423+ % +3cosx fonksiyonunun en genel ters tirevi yukaridaki
diisiince ile bulunabilir.

Ileri kesimlerde integral ile ters tiirev arasinda bir iliski kuracagiz ve integral
hesaplamalarinda ters tiirevden sikga yararlanacagiz.

1.2 Temel Alan Hesaplamalari

Kenarlar1 dogrulardan olusan bolgelerin alanlar, dikdortgenler ve iiggenler kul-
lanilarak hesaplanabilir. Ancak kenarlar: egrilerden olugan bir bélgenin alanini
hesaplamak bu kadar kolay degildir. Ornegin r yaricaph bir S dairesinin alani
agagidaki sekilde hesaplanmigtir. Dairenin icine kogeleri gember iizerinde bulu-
nan bir n kenarli diizgiin ¢okgen ile, kenarlari gembere teger olan n kenarli bagka
bir diizgiin gokgen ¢izilmis ve dairenin alaninin bu gokgenlerin alanlar: arasinda
bir say1 oldugu soylenmigtir. Cokgenlerin kenar sayilar1 artirildiginda dairenin
alanina yaklagilacag ifede edilmistir. Icteki cokgene P, ve distaki cokgene @,



diyelim.

P, (tamamlayiniz) Q@ (tamamlayimiz)

Cokgenlerin alanlar sirasi ile A(P,,) ve A(Q,,) ise dairenin alani i¢in
A(Py) < A(S) < A(@n)
yazilir. Boylce Sikigtirma teoreminden

A(S) = lim A(P,) = lim A(Q,)

olur. Burada a,, = % = 27” olup
A(R,) = nrcos(%)rsin(%)
2 2
2
nre .
= 7 Sln(an)
nr? | 27
= 7 Sll’l(i)
olur. Boylece
2 gin(2Z
lm AP = lim oomCa)y
= 772

bulunur. Benzer gekilde A(Q,) = nr?tan(Z) olup lim, .o A(Qn) = 7r? bu-
lunur. O zaman A(S) = 7r? dir.

Burada oldugu gibi herhangi bir kapali C' egrisinin sinirladig1 bélgenin alanini
¢okgenler yardimiyla bulabiliriz. Bu metodu kullanirken bir ¢ok sayinin toplamina

ihtiyac duyariz. aq,as,--- ,a, sayilarinin toplami kisaca Z ay, bigiminde gos-
k=1
terilir. Yani

n

Zai=a1+a2+"'+an

i=1
dir. 11k n pozitif tam saymin k yinci kuvvetlerinin toplami alan hesaplamalarinda
siklikla kargimiza cikar.

n
ik =142k 4k
i=1



ifadesi £k = 1 igin

n 1
Zi:1+2+...+n:%
i=1
k =2 i¢in
- D@2n+1
Zi2=12+22+---+n2=n(n+ )6( n+1)
i=1
k =3 i¢in
313, o3 5 n’(n+1)°
Yit=1342% 4. 4n =—7

=1

olur. Genel halde f(n) derecesi k dan kiigiik bir polinom olmak iizere
" nktl 1

k 1k k k __ k
;z =12t el = o + f(n)

bi¢iminde yazilabilir.

Ornek 4 Asajudaki ifadeleri hesaplayiniz.

10

1) (82 + 20)

i=1

12+22+._._~_n2
n3

2. lim,— o

Ornek 5 Dairenin alanim hesaplamada oldugu gibi ¢cokgenler metodunu kulla-
narak sekildeki bolgenin alany hesaplanabili mi? Bunun icin kullanilacak ¢ok-
genler nasil olmalidir?

I t t 1 t 1 t H-—
-1 J- 1 2 3
X

1.3 Grafiklerin Altindaki Alan

f, [a,b] kapal aralinda taniml siirekli ve pozitif bir fonksiyon olsun. y = f(x)
egrisi, £ = a ve x = b dogrular1 ve z-ekseni tarafindan sinirlanan bolgenin



alanini cokgenler metodu ile bulmaya ¢aligalim. Burada kullanacagimiz ¢okgen-
ler, taban1 z-ekseni iizerinde bulunan dikdértgenlerin birlegimi olacaktir.

1 & } - by +J—
X

[a, b] arahigim agagidaki sekide n egit pargaya bolelim. a = g < 21 < 23 < -+ <
ZTp_1 < X, = b olmak iizere [z;—1,z;] (i = 1,2,--- ,n) araliklarini gz 6niine
alalim. Bu araliklarin uzunliklari egittir ve her birinin uzunlugu Az = z; —
Ti1 = b_T“ birimdir. Simdi f nin [z;_1,2;] aralginda minimum degere ulagtig
nokta zF olsun. O zaman, tabam Az ve yiiksekligi f(z}) olan dikdortgenler
ve bunlarin birlesimleri S bolgesi i¢indedir. Bu dikdértgenlerin birlegimine P,
diyecegiz. Bu durumda

dir. Simdi de f nin [z;_1,2;] araliginda maksimum degere ulagtigi nokta aczk’é
olsun. O zaman, tabam Az ve yiiksekligi f(z7) olan dikdortgenler ve bunlarm
birlegimleri S bolgesi igindedir. Bu dikdortgenlerin birlegimine @,, diyecegiz.

Bu durumda .

AQu) =) _ fa])Ax
i=1
olur.
~ e
7
P, (Dikdortgenlerin birlegimi) Q. (Dikdortgenlerin birlesimi)
Sonugta

A(P,) < A(S) < A(Q,)

veya buna denk olan

n

S fanAz < AS) <Y faf)Ax
=1

i=1



esitsizligi saglanir. n yi ne kadar biiyiik secersek Ax o kadar kiigiiliir ve boylece
P,, ve @, nin alanlar1 birbirine yaklagir. Aslinda f nin siirekli olmas1 halinde

—nleréOZf Am—hme

dir ki bu ileride teorem olarak ifade edilecektir.

Ornek 6 Sekilde f(x) = 3 egrisinin [0, 2] arahgndaki parcast verilmistir. Bol-
genin alalmy (¢okgenler metodunu kullanarak) hesaplayiniz.

Y

N b~ O

H—
-1 1 2 3
X

[0,2] yi n tane aralga bélelim. Her bir alt aralgm boyu Ax = 2 olur. Ayrica

n
2(n—1 )
g =0, z;, = %, Ty = %,u', Tp_1 = %, Ty = 2 olur. f fonksiyonu artan

oldugundan [z;_1,z;] alt araligindaki maksimum degerini araligin sag u¢ noktas
olan x; noktasinda, minimum degerini ise sol u¢ nokta olan x;_1 noktasinda alir.
Bévylece

AP = Zf A=Y fai)

=1
20— 1).2 & /20—-1)\"2
= Zf( (Zn ))nzz<(ln )) ﬁ
i=1 i=1
16 & 16 <= .
i=1 i=1
_ 16(n—1)%n* (n—1 2
ot 4 B ( n )
olur. Yine
" 2
AQn) = (27)Az = f(mi)ﬁ




olur. Béylece
lim A(P,) =4= lim A(Qn)

n— o0 n—00

oldugundan istenen alan 4 birim karedir.

Ornek 7 2 =1 den z =5 e kadar f(z) = 100 — 22 ejrisi ile z-ekseni arasinda
kalan bélgenin alanint hesaplayiniz.

1.4 Riemann Toplami ve Belirli Integral
Onceki kesimde [a, b] aralig1 iizerinde siirekli ve pozitif f fonksiyonunun grafigi
altinda kalan alanin

n

D_fE)Ar <AWS) <} f@])Ae

i=1
esitsizligini sagladigimi belirttik. Bu esitsizligin sag ve sol tarafindaki toplamlar
n
x} € [r;—1,x;] herhangi bir nokta olmak iizere Zf(mé)Ax bi¢imindedir. Bu
i=1
sekildeki toplamlar belirli integral tanimina taban olugturur.
Simdi [a, ] tizerinde tamimh bir f fonksiyonunu (siirekli ve pozitif olmasi

gerekmez) goz oniine alahm. [a,b] araligini a = x9 < 1 < 2 < «++ < Tp_q <
x, = b ozelligini saglayan noktalar yardimiyla n tane alt araliga bolelim. (ar-
aliklarin boylar esit olmayabilir) P = {zg, 21, - , 2, } kiimesine [a, b] araliginin

bir par¢alanmasi denir. [z;_1,z;] alt araliklarinin boylar olan Ax; = x; — 2,1
sayilariin en biiyiigiine P pargalanmasinin normu veya maksimal ¢api denir ve
|| P ile gosterilir. Yani || P|| = maks{Axy, Az, - , Az, } dir. Her bir [z;_1, 2]
alt araligimdan segilen keyfi 2} noktalarinin olugturdugu S = {}, 25, - ,z,}
kiimesine P pargalanmasinin bir se¢imi denir. [a,b] araliginin P pargalanmasi
ve S se¢imi tarindan elde edilen

n

R= Zf(:c;)Aml

i=1

toplamina f fonksiyonunun [a,b] araliinda P ve S tarafindan elde edilen Rie-
mann toplami denir (Georg Freidrich Bernhard Riemann). P ve S ye bagh
olarak bir ¢ok Riemann toplami bulunabilir.

Ornek 8 [0,2] arabignda tanamb f(z) = x* fonksiyonunu goz oniine alalvm.
Aralige 10 esit parcaya bolerek bir P parcalanmast olusturalim. Bu durumda her
bir alt aralgin vzunlugu Ax; = % olur. Yine P = {0, %, %, ‘e ,%, 2} olacaktur.
Simdi P nin farkly ii¢ se¢imi i¢in Riemann toplamlarni bulacagez.

1. x} noktalarm her bir [z;-1, ;] araliginin sol u¢ noktasy olarak segelim.



Yani o} = x;-1 = % olsun. Bu durumda Riemann toplama

v, A

/

0.0

0.2 0.4 0.6

Rsol

olur.

:Zf
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=1

25

9
1 9.10.1
= Z : M_Q’Qg

2.z} noktalarin her bir [Xi—1, ;] arabguun sag u¢ noktasi olarak segelim.
Yani xj = x; = ¢ olsun. Bu durumda Riemann toplama

v,

77

olur.

= Zf Amz—i<;>25

1

10

— 7
125 =

2 _ L
125 6

1

=1

1 10.11.21
—% —3,08

3. Simdi de x} noktalariny her bir [z;_1,x;] araliginin orta noktas: olarak

segelim. Yani

TitTi—1

= 5(2i—1

2

) olsun. Bu durumda Riemann



toplama

- O r2i—1\*1
Rorta = Zf(mi)Axl = Z ( 10 ) g = 2.66
i=1

i=1

olur.

Uyar1 9 Riemann toplama igin, her bir [x;—1,x;] olt araliginda genisligi Ax;
ve yiiksekligi f(x}) olan dikdértgenler olugturulmaktadir. Eger f(x}) > 0 ise
dikdértgenler x-ekseninin dzerinde, f(z;) < 0 ise dikdortgenler x-ekseninin al-
tindadir. Bu durumda Riemann toplams, x-ekseninin tizerinde bulunan dikdért-
genlerin alanlar: toplama ile x-ekseninin altinda bulunan dikdortgenlerin alanlar:
toplamanin farkidar.

08T
06T
04T

02T

0.0 t t t u u + + -
02 04 06 08 1l 1.2 4 | 1 1. 0 22
X
-0.2T

R=A+A3— Ay

Tanim 10 f, [a,b] arahginda tansmly bir fonksiyon olsun. Eger
lim ) Ax; 1
lim 327G (1)

limti varsa bu limite f nin a dan b ye kadar belirli integrali denir. Bu durumda
f ye [a,b] dzerinde integrallenebilirdir denir.

Burada || P|| — 0 ifadesi alt araliklarin sayisinin (n — oo) sonsuza gittigini
ifede etmektedir. Ancak n — oo olmasi ||P|| — 0 oldugu anlamima gelmez.



Bununla birlikte par¢alanmalar diizgiin yapilirsa n — oo ile | P|| — 0 ifedeleri
birbirine denktir ki bu durumda (1) ifadesi yerine

JLH;OZJ‘ Az

yazilabilir.

Alan hesaplamalarinda oldugu gibi (hareket eden bir cismin gittigi yol, egri
uzunlugu hacim,...) matematik ve uygulamalarinda (1) tipindeki limitlerle sik
karsilagiriz. Bu nedenle bu tiir limitler i¢in 6zel bir gosterim kullanilir. Bu limit

/ab f(x)dx

ile gosterilir ve "a dan b ye kadar f(z)dz integrali" seklinde ifade edilir. Burada
/ simgesine intagral igsareti (Toplam anlamina gelen "sum" kelimesinin bag

harfini temsil eder ve ilk olarak Leibniz kullanmigtir), a ve b ye sirasi ile integralin
alt ve iist sinirlar, f(z) e integrant, = e ise integralin degigkeni denir. dx ise
degiskenin ne oldugunu belirtmek icin kullanilir. Belirli integral degiskenden
bagimsizdir. Yani f, [a,b] de integrallenebilir ise

/ ' flayr = /  floyat = / " flu)du =
dur.

f nin siirekli olmasi halinde (1) deki limitin her zaman var oldugu ve z
nasil segilirse segilsin her zaman ayni degeri verdigi ispatlanabilir. Hatta f,
sonlu sayida kaldirilabilir veya sicrama siireksizligine sahip bir fonksiyon olsa
bile bu limit mevcuttur. Bu durumda agagidaki teoremi ifade edebiliriz.

Teorem 11 f fonksiyonu [a,b] dzerinde tanimly bir fonksiyon olsun. Eger
[ stirekli veya sonlu saynda kaldirilabilir veya sicrama streksizligine sahip bir
fonksiyon ise fa f(z)dz integrali mevcuttur ve dolayiswyla f, [a,b] de integral-
lenebilirdir.

Ornek 12 Riemann toplamlarima kulllanarak fob x2dx integralini hesaplayiniz.
[0,b] araligine esit uzunlukta n parcaya bolelim. Bu durumda alt araliklarin
boylar Axz; = % olup xo = 0, 1 = %, Ty = %b,-n,aci = %,--~,xn =b olu?“.
[®i—1, 2] alt aralbiklarindan x} olarak aralikarin sag u¢ noktalary olan x; = %

noktalarini secelim. Boylece

b
/ 22dr = lim Zf )Az; = lim Z Aml
a n—oo ’I’L*?OO’L 1
n Zb 2 n
_ . _ . -2
= m D (5) p e

b

n

3 3

~ lim i nn+1)(2n+1) _ bf
n—oo N3 6 3




bulunur.
Ornek 13 f(z) = 2° — 6z fonksiyonunu ve [0,3] araliuma g6z oniine alalim.

a) Bu aralign n = 6 olacak sekilde dizgiin par¢alanmaya ayirip, her bir alt
araligin sag u¢ noktasini secerek Riemann toplaminiy bulunuz.,

b) fog(m?’ — 6x)dx integralini hesaplayiniz.

Ornek 14 Asajidaki integralleri alan gibi yorumlayarak hesaplayiniz.
a) fol V1= 22dz
b) [o(x —1)da

1.5 Belirli Integralin Ozellikleri

f: f(z)dz belirli integralinin tamiminda agikga belirtlmese de a < b oldugu
varsayllmigtir. Ancak a > b de olsa Riemann toplaminin limiti olarak yapilan
tanim anlamhidir. Eger a ile b nin yerlerini degistirirsek alt araliklarin boylar:
b=a verine 2=t olur. Bu yiizden

([ﬂmwz—Lvmm

dir. a = b ise Az = 0 olacagindan

/ f(x)dz =0
olur. Benzer diiglincelerle belirli integralin agagidaki 6zellikleri sagladigi goster-

ilebilir. f ve g fonksiyonlari [a, b] araliginda integrallenebilir ve & bir sabit olsun.
O zaman

1. Sabitle ¢arpim:

/: kf (z)dx = k:/ab f(z)da

2. Toplam-Fark:
[ v g = [ s s [

3. Toplanabilirlik:
b c b
[ t@do= [ f@ds s [ pa)as

11



4. Maksimum-Minimum: her x € [a, b] icin m < f(z) < M ise
b
m(b—a) < / flx)de < M(b—a)
5. Baskimlk: her = € [a,b] igin g(z) < f(z) ise
b b
[ oo < [ f@yis
dir. Ozel olarak = € [a,b] igin f(x) > 0 ise

/abf(as)dx >0

dir.

< /ablf(x)ldm

/ab f(x)dx

(Bu son egitsizligin ispat1 Toplam-Fark ve Baskinlik tzellikleri kullanilarak
yapilabilir.)

Ornek 15 Maksimum-Minimum ile ilgili esitsizligi g6z oniine alarak fol e dz
integrali igin bir alt ve bir st sinar bulunuz. Ayni soruyu fol V14 cosxzdx in-
tegrali i¢in cevaplayiniz.

Ornek 16 fol f(z)dx =2, f04 ft)dt = —6, f34 f(2)dz =1 ise f13 f(x)dz =7

Ornek 17 Hangi a ve b reel sayilary icin f:(x—xz)dx integrali en biiytik degere

sahiptir? (Integrantin pozitif oldugu yerde bu integral en biiyiik degere sahiptir.
Dolaysiyla a = 0 ve b =1 olmalidur.)

1.6 Belirli Integrallerin Hesaplanmasi

Belirli integral ile fonksiyonun ilkeli arasindaki iligki, bir fonksiyonun ortalama
degeri, Kalkiiliisiin temel teoremi, tiirev ve integral arasindaki iligki ve belirsiz
integral tanimi bu kesimde verilecek.

Tanmimdan goriilecegi iizere belirli integral Riemann toplamlarinin limiti olarak
hesaplanmaktadir. Ancak bunun genellikle uzun ve zor oldugu agiktir. Bu
kesimde f fonksiyonun [a,b] aralig1 tizerinde bir F' ilkelinin bilinmesi halinde,

f; f(z)dz integralinin hesaplanmasmda daha kolay ve kullamigh bir yéntem
geligtirecegiz. (f nin [a,b] tizerindeki belirli integrali ile ilkeli arasindaki bu
iligkiyi Newton ve Leibniz ortaya ¢ikarmigtir).

Simdi f: f(z)dz integralini hesaplamak igin A(x) = ff f(®)dt ile tanimh
A(z) fonksiyonunu goz oniine alalim. Eger f pozitif ve siirekli bir fonksiyon

12



ve > a ise A(x) fonksiyonu, y = f(t) egirisi altinda [a, z] aralig) tizerindeki
bolgenin alanmidir. Boylece x artarken A(x) de artar. Sekilden de goriilecegi
tizere z, h kadar artirildigi zaman A(z) alani, A(x+h) — A(z) kadar artar (ince
gseridin alani).

y oA

VI T R

—
1+ X

Diger taraftan bu sgeridin alam yaklagik olarak, genisligi h birim yiiksekligi f(x)
birim olan dikdortgenin alani kadardir ki h ne kadar kiigiik olursa yaklagiklik
o kadar iyi olur. Buna gore A(x + h) — A(z) = f(x)h olup w =
f(z) veya buradan A’(x) = limy,_q M = f(x) elde edilir. Bu ise bize

A fonksiyonunun f nin bir ilkeli oldugunu gésterir. Simdi F' fonksiyonu f nin
bir bagka ilkeli ise A(z) = F(z) + C olacak sekilde C sabiti vardir. Ayrica

Aa) = [ f(z)dz =0, A(b) = f; f(z)dz oldugundan

/ f@)de = A(b) - Afa)

= [F(b)+ C]—[F(a)+ C]
= F(b)— F(a)

Buradan da anlagilacag iizere f nin herhangi bir ilkelinin bilimesi halinde f: f(z)dx
integrali kolaylikla hesaplanabilmektedir. f pozitif olmasa bile yukarida bahsedilen
iglemlerin dogru oldugu gergegi Kalkiiliisiin Temel Teoreminin ikinci kisminda
ifade edilecektir.

Simdi Kalkiiliisiin Temel Teoreminin ispatinda kullanacagimiz fonksiyonun
ortalama degeri kavramini tanimlayalim. Oncelikle agagidaki 6rnegi inceleyelim.

24 saatlik giin boyunca T sicakligt T = f(¢) (0 < t < 24) fonksiyonu ile
verilsin. Giin ici ortalama sicakligi nasil belirleriz? Ornegin sicaklik ortalamas
T ise bunu, saat baglarindaki sicakliklarin aritmetik ortalamasi olarak tanim-
layabiliriz. Yani ¢; = ¢ saat baglarim1 gostermek iizere

24

1
:ﬂZf(ti)

=1

N

diyebiliriz. Eger giinii 24 saatlik araliklar yeine n tane egit alt araliklara bolersek
daha iyi bir ortalama elde edebiliriz. Bu durumda

_ 1 &
T:ﬁ;f(ti)

13



olur. n nekadar biiyiik olursa gercek ortalama sicaklik o kadar iyi bulunur.
Sonugta gercek orlama sicakligi, n yi sinirsiz olarak biiyiiterek

_ 1
T = lim — t;
i, 7 2 S8

seklinde bulabiliriz. Sag taraf bir Riemann toplamini hatirlatmaktadir. a = 0
ve b = 24 olmak iizere At; = bg—f dersek

T = limb1 Zf(ti)b_a

olur. Burada oldugu gibi [a,b] araliginda integrallenebilen bir fonksiyonun ort-
lama degeri agagidaki sekilde tanimlanir.

Tanim 18 f, [a,b] izerinde integrallenebilir olsun. O zaman y = f(x) in [a,b]

deki ortalama degeri
b
7= bia/a f(z)dx

seklinde tanmamlanar.

Ornek 19 f(x) = 22 fonksiyonunun [0,2] deki ortalama degeri
1 2
= - / 22dx = 4

Uyar1 20 f fonksiyonu [a,b] izerinde siirekli ve bu araliktaki ortalama degeriy
ise f(T) =7 = 7= ff f(z)dx olacak sekilde en az bir T € [a,b] vardwr. Clinki f,
[a,b] de siirekli oldugundan bu aralikta maksimum ve minimum degerlerini alir.
Bunlar sirasi ile m ve M ise m = f(c) ve M = f(d) olacak sekile ¢,d € [a, ]
vardir. Ayrica m < f(x) < M oldugundan

<

olur.

b
m(b— a) < / F(@)da < M(b— a)

14



veya
fle) <y < f(d)

olur. f stirekli oldugundan Aradeger Teoremi geregi § = f(T) olacak sekilde en
az bir T € [a, b] vardur.

Uyar1 21 Yukarida verilen egitlik

b
/f@ww:ﬂﬂwfw

bigiminde yazlabilir. Eger [ pozitif degerli ise bu esitlik, y = f(x) altinda kalan
alanan, b— a tabanl f(T) yikseklikli dikdortgenin alanwna egit oldugunu belirtir.

2T

y

X L

1+

Uyar1 22 [ fonksiyonu [a,b] iizerinde siirekli olmayan integrallenebilir bir fonksiyon
ise f nin bu aralikta G ortalama degeri vardir, ancak § = f(Z) olacak sekilde

bir T € [a,b] noktast bulunmayabilir. (Bunun ile ilgili bolim sonunda ornekler
verilecektir)

Teorem 23 (Kalkiiliisiin Temel Teoremi, 1. Kisim) FEger f fonksiyonu [a, b]
arabgimda siirekli ise F(x) = [ f(t)dt ile tanaml F fonksiyonu (a,b) de tirevienebilirdir
ve tirevi f(x) dir; yani

P =1 [ = s
olur.

Ispat. Ilk olarak tiirev tanmimim dogrudan F fonksiyonuna uygulayalim. = €
(a,b) icin

F'(z) = lim




olur. Ortalama deger kavrami dikkate alinacak olursa f siirekli oldugundan
%f;Jrh f(t)dt = f(Z) olacak sekilde T € [x,z + h] vardir. Ustelik h — 0 icin
T — x olur. Boylece f siirekli oldugundan

z+h
Fl(z) = limill/gg+ f(t)dt

h—0
= lim /()
= [flo)

bulunur. =

Ornek 24 Asajidaki verilenlere gire % tiirevini hesaplayiniz.
1oy = [T(t3+1)dt
2. y= [ tsintdt

2
3. y= [ costdt

4oy = f;Q sin(t?)dt

Ornek 25 lim,_. % fom %dt limitini hesaplatiniz.

Teorem 26 (Kalkiiliisiin Temel Teoremi, 2. Kisim) Eger f fonksiyonu [a, b]
araliginda strekli ve F' de f nin bu araliktaki herhangi bir ilkeli ise

b
[ t@de=r(t) - F@
dar.

Ispat. Temel Teoremin birinci kisminda G(z) = f; f(z)dz ile tammh G
fonksiyonunun, f nin bir ilkeli oldugu belirtilmigtir. Bu durumda F' ve G nin
her ikisi de ilkel olduklarindan F'(x) = G(x) + C olacak sekilde C' sabiti vardir.
O zaman

F(b) — F(a) = [G(b)+C]—[G(a)+ C]
G G(a)

(b) —
- / F(t)dt

/a ’ F(t)dt

Uyar1 27 F(b) — F(a) ifadesini ahsilmas gosterimle F(x) |2 biciminde géstere-
cegiz. Yani f: f(z)dz = F(x) |®= F(b) — F(a) dir. Bu teoreme gore f: f(x)dz
integralini hesaplamak i¢in f nin bu aralikta bir ilkelinin bulunmasy yeterlidir.

bulunur. m

16



Ornek 28 Asajidaki integralleri, integrantin bir ilkelini bularak hesaplayiniz.
1. f31(4 — 2z + 3z%)dx
2. [, sinz cos zdx

3. f13 et dx
Uyar1 29 Kalkiiliisiin Temel Teoreminden tiirev ve integral arasinda asagidaki

ligkileri ¢ikarabiliriz.
d x
— t)dt =
o /a f)dt = f(x)

egitligi, once f fonksiyonunu integre eder sonra sonucun tirevini alirsaniz yine
f yi elde edersiniz demektedir. Benzer gekilde

esitligi ise, once F fonksiyonunu tirevini alir sonra sonucu integre ederseniz F
yi bir sabit farkwyla elde edersiniz demektedir.

Belirli integral hesaplamalarinda bir fonksiyonun ilkeli ile sikca karsilagiriz.
Bu nedenle bir fonksiyonun ilkelini géstermede uygun bir gésterime ihtiyac du-
yariz. Bu béliimiin ilk kesiminde f fonksiyonunun ilkelini ters diferensiyel op-
erator yardimiyla D=1 f(z) bigiminde gostermistik. Ancak Kalkiiliisiin Temel
Teoreminde ilkel ile belirli integral arasindaki iligkiden dolayi, f nin ilkelini
gostermek icin geleneksel olarak Belirsiz integral diye adlandinlan [ f(z)dz gos-
terimi kullanilir. Dolayisiyla

/ f(x)dz = F(z) + C

ifadesi

anlamina gelecektir.

Belirli ve Belirsiz integral arasindaki ayrima dikkat edilmelidir. Belirli in-
tegral bir sayi, Belirsiz integral ise bir fonksiyon ailesidir. Bunlar arasinadaki
iligki ise Kalkiiliisiin Temel Teoreminden

/abf(x)da: /f(z)dx

seklinde yazilabilir. Burada f nin siirekli olmas1 gerektigine dikkat ediniz.

Bir fonksiyonun tiirevi ve ilkel arasindaki iligki dikkate alinacak olursa asagi-
daki belirsiz integraller tablosu olusturulabilir. Integral hesaplamalarinda bun-
lardan sikca yararlanilir.

b
a
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rn+1

1
Jarde = 2 4+ C (n# —1) [ =dz=Ilz|+C
T

J[e*de =e"+C Jade =~ +C

[sinazdx = —cosz + C Jcosadx =sinz + C
d d

J :g =tanz + C J f =—cotz+C
cos? x sin® x
dx

= arctanz + C = arcsinx + C'

I I dz
T+a? o
Yine ters diferensiel operatoriin lineer oldugu goéz oniine alinirsa a ve b reel
sabitler olmak iizere

/[af(a:) + bg(a))dz = a/f(m)dx—i—b/g(x)dm

yazilabilir.

Ornek 30 Asajidaki integralleri hesaplayiniz.

~

. [(102? — 2sec? z)dx

2. fOS(z3 — 6x)dx

o

) f02(2m3 — 6z + 52z )da
- Jr—Vada
3
7 |zl de
2
. fo |$ - \/ﬂ dx

1.6.1 Ek Sorular

SN

D

Ornek 31 Asajida verilen fonksiyonlarin belirtilen araliklardaki ortalama degerini
bulunuz.

1. f(z) =1* [0,2]
2. f(z) = \/57 1, 4]
3. f(z) =sin2z, [0, 3]

Ornek 32 Kalkilisin Temel Teoremini kullanarak verilen fonksiyonlarin tirevini
hesaplayiniz.

1. f(z) = [*,(* + 1)t

18



2 flz)= [0+ Dyat
= f(j’“’2 V1+t3dt
4o fl@) = [+ 2)%

Ornek 33 fil i—g = —%‘171 = —2 ifadesi dogru mudur? Bu durum Kalkilisin

Temel Teoremi ile celisir mi? Neden? Integrantin grafigini ¢iziniz ve bu durumu
yorumlayiniz.

n .
e 2
Ornek 34 lim, . E —Z limitini bir integralin degeri oldugu farkina vararak
n
i=1
hesaplayiniz.

Ornek 35 Yaricapr 3 birim olan kiire merkezinden x birim uzaklikta bir dii-
zlemle kesiliyor. Dairesel dik kesitin alaninin ortalama degerini bulunuz.

Ornek 36 f02 ||z|| dz integralini hesaplaywniz. Buradan f(x) = ||z|| fonksiy-
onunun [0, 2] araligindakiy ortalama degerini bulunuz. [0,2] araliyinda f(T) =7
esitligini saglayan bir T noktast var madur?

Ornek 37 f02 Va3 + 1dz integraline alt ve st sinar bulunuz.
Ornek 38 Asajidaki integralleri hesaplayiniz.

1. f (2z — e*)dx

s s

3. f7 “Hlde

B

f§ dz
T JO0 V1—2?

1 1+cos T
5. ottt da

cos?

S

f_21 |z — 22| da
Ornek 39 f(t) = ff MR gy ve F(x) = [ f(z)dw ise F"(2) yi hesaplayimaz.

Ornek 40 [-2,2] arabgnda f(z) = V4 — 22 fonksiyonunun ortalam degerini
bulunuz. (Belirli integrali alan gibi yorumlayarak hesaplayiniz)

Ornek 41 [ f(t)dt = zcos Tz ise f(4) nedir?
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2 Integralleme Teknikleri

Bu boliimde integral hesaplama yontemleri iizerinde duracagiz. Bunlar sirasi
ile Degigken Degistirme Yontemi (Yerine Koyma Yoéntemi), Kismi Integrasyon,
Bazi Indireme Bagintilar1, Trigonometrik Integraller, Basit Kesirlere Ayirma ve
Irrasyonel Fonksiyonlarin Integrali seklinde ifade edilebilir.

Kalkiiliisiin Temel Teoremi fab f(z)dz belirli integralini hesaplamak igin f(x)
in hergangi bir F(z) ilkelinin bulnmasinin yereli oldugunu sdylemektedir. Aranan
ilkeli bulmak i¢in daha ¢ok deneme-yanilma ile veya "hangi fonksiyonun tiireni
f(z) dir" diisiincesini dikkate alarak iglem yaptik. Ancak bu ilkel bulma veya be-
lirsiz integral hesaplama diisiincesi genellikle yetersiz kalmaktadir. Bu nedenle
daha karmagik fonksiyonlarin integralini hesplamada cegitli yontemler geligtir-
ilmigtir. Bu kesimde bu yontemler iizerinde duracagiz. Fakat burada bahsedilen
yontemlerinde yeresiz kaldigi durmlarin var oldugunu belirtilmelidir. Ornegin
basit goriiniislii

i d
/e*ﬁdx, /Smxd:ﬂ, /\/1+x4dm veya o

T Inz

gibi integraller burada belirtilecek olan yontemler ile bilinen cebirsel ve transan-
dant fonksiyonlarin sonlu toplamlar1 biciminde hesaplanamazlar. Buradanda
anlagilacagi gibi integralleme iglemi diferensiyelleme gibi basit bir igleme in-
dirgenemez.

2.1 Degisken Degistirme Yontemi

Bu yontem integral hesaplama yontemleri iginde en sik kullanilan yoéntemdir.
Bilegke fonksiyonun tiirevinde kullanilan Zincir Kuralina dayanan bu yéntem

/ f(9()) (2)dz

tipindeki integraller igin kullanilir. Burada g(x) = ¢ denirse (degisken degigimi
yapilirsa) ¢'(z)dz = dt oldugundan

[ Ho@ng @ = [ rerar

integraline doniisiir. Bu integral ilkine gére daha basit ve sadedir. Burada
dikket edilmesi gereken gey degisken se¢imidir. Eger degisken uygun bicimde
secilmezse integral daha da karmagik hale gelebilir. Ayrica integral yeni deigkene
bagl hesaplanacagindan sonugta tekrar x degiskenine déniilmelidir.

Ornek 42 [ (224 1)z integralini 2z + 1 = t donisimi yaparak hesaplayabil-
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wriz. O zaman 2dx = dt olacagindan

/(Qx +1)%dx

20

olur.
Ornek 43 Asajidaki integralleri hesaplayinaz.
1. [23cos(z* + 1)dx

2 |

(1+Inx)?
x

dx

6117

fd
g

. [tanzdx

o

B S

5 f xdx
V1 — 422

332

6. | ——d
J et
" sin x cos x da
vV1+ sin’
dx

8. |

(2 + tanz) sin z

Il
DO =
-
©
QU
~

(2z +1)1°

+C

Bu orneklerden de anlagilacag: gibi her bir integrale kendine has bir degisken
degigtirmesi uygulanmaktadir. Fakat bazi 6zel tipte olan integraller i¢in Trigonometrik
Degigken Degigtirme (Trigonometrik Yerine Koyma) adi verilen yontem kullanl-
maktadir. Va2 — 22, v22 — a2 ya da Va2 + 22 gibi cebirsel ifadelerden birini
igeren integraller i¢in bu cebirsel ifadeleri kokten kurtaran bir trigonometrik

degisken degisikligi yapilabilir.

Cebirsel ifade Degisken
a? — z2 T = asint

2 —a? T = asect
va? + z2 T =atant

21

Ozdeslik
1 —sin?t = cos?t
sec’t — 1 =tan?t
1+ tan?t = sec?t



. 8 .
Ornek 44 f %dm integralini hesaplayimiz. Integrant v/ a? — x2 geklinde
-

bir cebirsel ifadeyi icermektedir. Bu nedenle x = 3sint degisimi yapilabilir. O
zaman dx = 3 costdt olacagindan integral

8 3sint + 8
vt = $3005tdt

V9 —fU2 V9 —9sin?t
= /(3 sint + 8)dt
= —3cost+8t+C

olur. Burada x = 3sint esitliginden t = arcsin 5 olup

z+8
N

bulunur. Ancak genellikle cos(arcsin §) ifadesi daha sade bi¢imde yazlir. Bunun

—3 cos(arcsin 3) + 8arcsin § +C

/ 2
i¢in siniisti 5 olan agimn kosiniisii hesaplamir. Bu ise 93 L= oldugundan

T+ 8 5
—V9—=z +8arc51nf—|—0
1/ _$2

olarak bulunur.

Ornek 45 Asajidaki integralleri hesaplayiniz.

1. fix
V2 =9
dx
x2Vr2 + 4
dx
(1—a2)t
dx
RVorer

2.

3. |

[ @
zv4z? —1
J V9 —4a2dx

NV
’7,fx725dx
T

S

Eger integrant trigonometrik fonksiyonlarin rasyonel ifadesi seklinde ise bazen
Yarim Ag Yontemi denilen degisken degisikligi yapilabilir. Bu yontemde

tan = — ¢
an—~ =
2
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doniistimii yapilarak sinx, cosz ve dz ifadeleri hesaplanir. Bu durumda z =

2arctant olacaglndan dz = ff; olur. Yine (tiggen cizerek) sinz = 7 +§2 ve
cosx = Htg olur.

. 1+ sinx ) w = e
Ornek 46 [ dx integralini hesaplayimiz. tan 5 =t déniisimiiniin

(14 cosz)sinz
uygulanmass ile integral

/ 1+sinz dr = / 1+ 1+t2 2dt
(14 cosz)sinz (1+ hg)utz 1+ ¢t2

1/t2+2t+1
2 t
1 1
= = [(t+2+>)dt
5 [z
1,42

= 35

1
= Ztan2g+2tang+ln‘tan§’+0

dt

+ 2t +Inlt]) + C

seklinde hesaplanar.

Ornek 47 Asagudaki integralleri hesaplayiniz.
Lo P
2 [
5.

Uyar1 48 Eger bir belirli integral degisken degistirme yontems ile hesaplanacaksa
ve tekrar eski degiskene doniilmek istenmiyorsa integrasyon sinirlarine da degistirmek
gerekir. Buna gére g(x) =t donigimi yapildiginda

/ Flo(@))g (2)dz = /g j(j) F(t)dt

5+3(:osz
dz

sinx

dxr
24 sinx —cosx

yazilr.

Ornek 49 f_ll 322V x3 + 1dx integralini hesaplayimaz. Integrali hesaplamak icin
ki secenegimiz var.
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o 13 +1 =t doniistimi yaparsak 3x%dx = dt olur. Ayrica x = —1 i¢int =0
vex =1 i¢cin t = 2 olacagindan

1
/ 3z%v/ 23 + 1dx
1

- 0

I
i
=Y

bulunur.

o Integrali belirsiz integral olarak hesaplariz. Eski degiskene doniip sinarlar
yazarz. x3 + 1 =t dondisiimii yaparsak 3x*dx = dt olur. Boylece

322/ 23 + 1dz

I
—
D

bulunur. O zaman

1
/ 32223 + 1de = 322/ 23 + 1dx
1

1

1

9 1

= g(x?’ +1)

4v2
3

3
2

Ornek 50 Asajidaki integralleri hesaplayinaz.

T COSX
1. [P —————dz
fo 1+sin’z

1 arcsinx
2
N

3. foa xva? — 22dx
e dx
4 fe zvVInz

Uyar1 51 Simetrik bir aralik tizerinde tanymly fonksiyonlarin integrali i¢in asagi-
daki bilgiler kullanidabilir. f fonksiyonu [—a,a] aralginda tansmly sirekli bir
fonksiyon olsun.
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o f cift fonksiyonsa . .
/ f(z)dz = 2/ f(z)dz
—a 0

a

f(z)dz =0

o f tek fonksiyonsa

—a

dar.

Bu egitlikleri gormek i¢in asagidaki yol izlenebilir. Belirli integralin Toplan-
abilirlik 6zelligini kullanarak ki parcaya ayiralim ve ilkine © = —t dontisimi
uygulayalim. O zaman

a 0 a

7af(x)dx = 7af(:c)dx+/0 f(x)dx
0 a

| —rvies [ s

/Oa F(=t)dt + /Oaf(:c)d:z:

olur. Simdi eger f ¢ift fonksiyon ise f(—t) = f(t) olacagindan (belirli integralin
degiskenden bagimzis oldugunu hatirlayarak)

:1 f(z)dz = 2/: f(x)dx

bulunur. Eger f tek fonksiyon ise f(—t) = —f(t) olacagindan

’ f(x)dx =0

—a

bulunur.

Ornek 52 Asagdaki integralleri hesaplayiniz.

1. f_22 V4 — 22dz
3

1 X
2 e

= z2sinz
2
g f*% 14 26 de
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2.1.1 Ek Soruar
Ornek 53 Asajidaki belirsiz integralleri hesaplayimaz.

4
X
2 [

dx
a? + x2

T
3 | ——
| V==
dz
4 f\/3—2$—x2
5 vr+1 +2

I
6. fxe"” dx

f (1"‘\/\3{5)46196

=

sin 2x

f \/1—sin4cc
dx

fl—l—e””

10. f

11. [ tan® zdz

12. | ————
f?*SiHQI'

13. [/1+ cosadx

Ornek 54 Asajidaki belirli integralleri hesaplayinaz.

dx

©

1—cosx
1+ cosx

sinx

dx

1. f_%i tan® xdx
6

4 X
2. ——dx
fo vV1+2z

2

3. [ x|z dx

4. x’l —x2|dx
5. fol 22(1 — 2)%x
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e sin( lnx

6. Jp ninr)

Ornek 55 f (z+3)V4 — x2dz integralini iki integralin toplama bigiminde yazarak
ve mtegmllerden biring alan olarak yorumlayarak hesaplayiniz.

Ornek 56 fol v 1 — xtdx integralini, degisken degisikligi yaparak ve c¢ikan in-
tegrali alan olarak yorumlayarak hesaplayiniz.

Ornek 57 f siirekli ve fo x)dz = 10 ise fo f(2z)dx integralini hesaplayiniz.
Ornek 58 f siirekli ve fo x)dx = 4 ise fo xf(x?)dz integralini hesaplayimiz.

Ornek 59 f sirekli bir fonksiyon olmak izere

| e
integralini hesaplayiniz. Bundan yararlanarak
/ ! 3 d 2 Vsin? z
———dx
0 322 =3z +1 ")y Vsinz + Veos2

integrallerini hesaplayniz.

Ornek 60 Asagidaki her iki durum i¢in f(4) i hesaplaymaz
1. fo t)dt = zcosTx

2. fof 2 2dt = g cosmx

2.2 Kismi integrasyon

Kismi integrasyon [ f(z)g(z)dz formundaki integralleri basitlestiren bir teknik-
tir. f tiirevlenebilen ve g integre edilebilen fonksiyonlar oldugunda kullamighdar.

/a:cosacdx ve /xQe””da:

integralleri bu tiirdendir. Bilndigi gibi f ve g tiirevlenebilen fonksiyonlar ise
tiirevin carpim kurali

% [f(@)g(@)] = f'(2)g(x) + f(2)g (x)

oldugunu soyler. Belirsiz integraller cinsinden bu esitlik

[ 4@l = [ (@) + f@g @)

/f dx+/f dx
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halini alir. Buradan terimleri yeniden diizenleyerek

[ 1@ @ = [ £ f@g@lds - [ @iz

formiiliinti elde ederiz. Bu ise bizi kismi integrasyon formiiliine gotiiriir:

[ 1@ @) = f@)gta) - [ 1@l

Bu formiil diferensiyel formda yazildiginda daha kolay hatirlanabilir. v = f(x)
ve v = g(x) olsun. O zaman kismi integrasyon formiilii

/udv:uv—/vdu

seklinde yazlabilir. Bu formiil [ vdu integrali [ udv integralinden daha kolay
olmasi durumunda kullanighdir.

Ornek 61 [ xsinzdx integralini hesaplayiniz. w = x ve dv = sinzdz denirse
du = dx ve v = —cosx olacagindan

/xsinxdz = fxcosa:f/fcoszda:

= —zcosz+sinz+C

olur. Ashmda, burada dv = sinxzdx egitliginden v yi bulmak icin bir belirsiz
integral hesaplanmaktadir. Dolayisiyla

/dv:/sinxdxév:—cos:r—i-(]'l

olur. Bu durumda

/xsinxdaz = m(—cosa:—i—C’l)—/(—cosx—i—C’l)dx
= —xcosz+xCi+sinx —zCy +C

= —xcosz+sinz+C

bulunur. Bu ise bize v yi bulmak igin alinana belirsiz integralde C sabitinin
alimip alimmamasinin sonucu degistirmeyecegini gostermektedir.

Verilen bir integrale Kismi integrasyon formiiliinii uygulamak i¢in integrant u
ve dv gibi (dv kism dz diferensiyelini igerecek gekilde) iki garpana ayrilir. Bunun
i¢in kesin bir yontem olmasa da genel strateji kolaylikla integrallenebilen en
karmagik ¢arpani dv olarak se¢gmektir. Agagida integrantin bazi 6zel durumlar:
i¢in bu ayrimin nasil yapimasi gerektigine dair bir yol verilmektedir.

1. Eger integrant bir polinom ile iistel fonksiyonun ¢arpimi ise polinoma wu,
geri kalan kisma dv,
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2. Eger integrant bir polinom ile trigonometrik fonksiyonun ¢arpimi ise poli-
noma u, geri kalan kisma dv,

3. Eger integrant bir polinom ile logaritmik fonksiyonun ¢arpimi ise logarit-
mik fonksiyona u, geri kalan kisma dv,

4. Eger integrant sadece bir fonksiyondan ibaretse fonksiyona u, dxr = dv
demek yarar saglar.

Bazi durumlarda integrali hesaplamak i¢in kismi integrasyon yontemini birkag
kez uygulamak gerekir. Bazen ise hesab1 istenen integral kargimiza gikabilir. Bu
durumda bu integrali esitligin soluna atip igleme devam etmek gerekir.

Ornek 62 Asajidaki integralleri hesaplayiniz.

1. [ze*de = $e*" 3z — 1)+ C

- [ =E—dr = 52— (coszIn(2cos2z + 2) + 2zsinz) + C

2 ) ez 2cosw

3. [a®Inzdr = tallng — 35284+ C

4. [sin(lnz)dz = Jasin (Inz) — Lz cos (Inz) + C
5. [a?e"dr =¢® (2? —22+2)+C

g feax cos brdr = a(CObe)Z2+J?)Ze sin bz +C

6

. JInzdz =2 (Inz—1)+C
8. [arctanzdz = zarctanz — $In (22 4+ 1) + C
9. f x arcsin xdr = imm — iarcsinx + %xQ arcsinz + C

10. fx2cosxd:r =z2sinz — 2sinx + 2z cosz + C

Uyar1 63 [ ve g’ fonksiyonlarinin her ikisininde [a,b] araliginda siirekli olmas:
halinde Kismi integrasyon formdili belirli integraller i¢inde kullanilabilir. Bu
durumda

b b
[ 1@ @)e = f@g@), - [ @)z
egitligini dikkate almak gerekir.

Ornek 64 f04 xe~"dx integralini hesaplayiniz. w = xz, dv = e “dx denirse
du =dx vev=—e"" olur. O zaman

4 . 4
/ ze Ydr = -—we " 0 —/ —e *dx
0 0

olur.
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Ornek 65 Asajdaki integralleri hesaplayiniz.
1. fO% x tan® xdx
2. fol (22 + z)e®dx
3. foé arcsin xdx

Kismi integrasyon yontemi ile yiiksek dereceden bazi ifadelerin integrali daha
diisiik dereceden bir ifedenin integraline doniigtiiriilebilir. Bu yontemle elde
edilen bagintilara indirgeme bagintilar: denir.

Ornek 66 [ cos™ xdx integrali i¢in bir indirgeme formiilii bulunuz. cos™x =
n—1

cos x cosx olarak digiinip
uw=cos" 'z ve dv = cos zdx
diyelim. O zaman
du = —(n — 1) cos" %z sinzdx ve v =sinz
olur. Béylece
/cos” rdr = cos" 'xsinz 4 (n—1) /cos”’2 zsin? zdx
= cos" tzsinz + (n—1) /005”72 z(1 — cos® x)dx

= cos" txsinz + (n—1) /cos’“2 xdx — (n — 1)/(:05" xdx

bulunur. Buradan

1 _ . n—1 _
/cos" xdr = = cos™ lzsinz + cos" 2 zdx
n n

elde edilir.
Ornek 67 [ cos® zdz integralini hesaplayinz.

Ornek 68 Asagidaki integraller icin bir indirgeme formiili bulunuz.

1. f dz (u:ﬁvedv: dg

sin” x sin? x

2. [tan" zdz (u =tan" *z ve dv = tan® zdz)

3. f (a2iig)n (f (a2+i§)n_1 integraline kismi integrasyon uygulanir. w =

W ’Ued'U:dl')
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2.2.1 Ek Sorular
Ornek 69 Asajidaki integralleri hesaplayiniz

~

fﬁdw (u = xe® ved’u:(xiimly)

. [ Va? + a?dx
. [zIn(z? + 1)dz
. [ arctan \/zdx

v o o o

- iy

52

dx
| @i
. [ In(z + V14 2?)dz

pusy
8. [2 xesc? adx
i

<

9. f14 eVedx
10. [ sin® zdx
Ornek 70 Asajidaki integraller icin bir indirgeme formiili bulunuz.
1. [sin" zdx
9. [ —de

cos™

3. [(Inz)"dx

Ornek 71 Asajidaki esitligi dogrulayimaz.

/ab (/jf(t)dt) dz = /ab(x ) f()de.

Bundan yararlanarak asagidaki integralleri hesaplayiniz.
1. fO% 2 sin zdx
2. fol ze®dr

3. fg(2x — 7) cos zdx

2.3 Trigonometrik Integraller

Bu integraller alt1 temel trigonometrik fonksiyonun cebirsel birlegimlerini igerem
integrallerdir. Bunlar: ilke olarak her zaman siniis ve Kkosiniis cinsinden ifade
edebiliriz, ancak [ sec? zdz = tanz + C integralinde oldugu gibi baska fonksiy-
onlarla ¢aligmak daha basit olabilir.
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2.3.1 Siiniis ve Kosiniisiin Kuvvetlerinin Carpimi

m ve n negatif olmayan tam sayilar olmak iizere

/ sin™ z cos™ xdx
seklindeki integrali gz oniine alalim. m ve n nin durumlarina gore uygun
degigken degisikligini iki duruma ayirabiliriz.

e m tek ise cosz = ¢, n tek ise sinz = ¢ doniiglimii uygulanir. (Her ik-
isininde tek olmasi durumunda yiiksek dereceli olana doniisiim uygulamak
integralin hesaplanmasin kolaylagtirir)

e m ve n nin her ikiside ¢ift ise integral sin® z = # ve cos? x = W

esitlikleri yardimiyla cos 2z in kuvvetleri cinsinden yazilabilir.

Ornek 72 Ik sin® x cos? zdx integralini hesaplaymiz. cos =t dondisimi ile

/ sin® zcos? xdx = / sin? z cos? z sin xdx

/(1 — cos? ) cos® x sin xdx

/(1 — cos® ) cos® x sin xdx

= /(t2 — 1)t%dt

_ cof;r B coz‘“’x L
bulunur.
Ornek 73 [ cos® zdz integralini hesaplayinz.
Ornek 74 f sin? z cos* xdx = 11—650 + 61—4 sin 2z — 6%1 sin 4x — ﬁ sin 6z integralini
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hesaplayiniz.

1—cos2z (1 21\ >
/sinzmcos4xd1: = / CQOS x( +c20s z) dx

1
3 /(1 — cos® 2z)(1 + cos 2z)dx

1
3 /(1 + cos 2z — cos? 2x — cos® 2x)dx

1 in 2
= 3 (z + sz T /C082 2xdr — /cos3 deaz)

in 2 1 54
S 2T _/ + cos mdz—/(l—siHQ 2x) cos2xdx)

2

1
8
1 sin2x = sin 4x 1

= = 2y — = (1=
8<x+ 5 5 3 2/( t)dt)
1
8

.3
2
(sin 2z — Sm3 x) +C

1
2

)
I

|
|

o0

1 sin 4x + sin® 2z LC
=
4 3

2.3.2 Karekoklerden Kurtulmak

Baz trigonumetrik 6zdesliklerden yararlanarak karekoklii trigonometrik inte-
gralleri basit¢e hesaplayabiliriz.

Ornek 75 J V1 + cosdadx integralini hesaplamak igin 1 + cosdx = 2 cos? 2z
esitliginden yaralanabiliriz. O zaman

/ V1+cosdrdr = / V2 cos 2zdz
2
= g sin2z + C

olur.

Burada eger belirli integral hesaplanacaksa /1 + cosdz = /2 |cos z| yazil-
malidir.
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Ornek 76 foﬂ V14 cos2zdx integralini hesaplayiniz.

/\/1+COS21‘d$ = /v2cos2xdx

0 0

\/5/ |cos x| dx
0

\/5(/2 cosxda:+/ —cosmdm)

0 bl

\/5(/2 cosxd:c+/ —cosxdx)
0 x

2
= 22

Ornek 77 fog V1 +sin2zdx integralini hesaplayimiz. 1 4 sin2x = (sinz +
cosz)? oldugu dikkate alimirsa

B Bl
/ V1+sin2zdr = / v/ (sinz + cos x)?dx
0 0

2
= / |sin z + cos x| dz
0

z
/ (sinx + cos x)dx
0
= 2
bulunur.

Ornek 78 J V1 —sindadz integralini hesaplayiniz.

2.3.3 Tanjant ve Sekantin Kuvvetlerinin Carpimi

m ve n negatif olmayan tam sayilar olmak iizere
/tanm x sec” xdx

seklindeki integrali goz oniine alalim. Bu tip integraller m ve n nin durumlarina
farkl yollardan hesaplanir.

e n cift ise tanx = ¢ doniisiimii yapilir ve sec? z = 1 + tan? z 6zdesliginden
yararlanilir.

2

e m tek secx = t doniistimii yapilir ve tan?z = sec?z — 1 6zdesliginden

yararlanilir.
e m cift n tek ise tan?x = sec?x — 1 Ozdesligi ile integral sekantm tek

kuvvetleri cinsinsinden yazilabilr.
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Ornek 79 ftan3 xsect zdx integralini hesaplayiniz. tanx =t dontistimi ile
/tan3 zsectzdr = /tam3 zsec? zsec? zdx

= /tan3 x(1 + tan? z) sec® xdx

= /t3(1 +t%)

t+ 6

= —+—+4+C
4+6+
tan? tan® x

= C
e

bulunur.
Ornek 80 Asajidaki integralleri hesaplayiniz.

1. [tan*zdx

2. [ tan® zsec® zdx
3. [secxdz

4. [ tan®xseczdx

5. ftan3 xdx

2.3.4 Siniis ve Kosiniisiin Carpimlari

[ sinaz sin bzdz, [ sinax cosbzdz ve [ cosax cos brdx tipindeki integraller agag-
daki bagintilar yardimiyla hesaplanir.

1

sinazsinbr = i[cos(a — bx) — cos(a + b)x]
1

sinax cosbr = i[sin(a + b)x + sin(a — b)x]
1

cosazrcosbr = i[cos(a + b)x + cos(a — b)z]

Ornek 81 Asajidaji integralleri hesaplayinaz.
1. [ sin 3z sin bzdz
2. [sindz cos3zdx

3. [ cos bz cos dadx
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2.3.5 Ek Sorular
Ornek 82 Asajidaki integralleri hesaplayiniz.
1. [sin*z cos® zdx
2. [ cot® z csct zdx
-
3. [ trade

f dx
. sin? x cos? x

j‘ dx
(sinz+cos x)2

‘qu-vk

&

f sinx dx

cos® x
7. [ V1 —cosdzdx
fO% V1 + sin zdx

Jo? V1 — cos2zdx

10. [ sin? z cos 3zdz

S

©

11. [ cos® zsin2zdz

Ornek 83 [ 231 — 22dx integralini (a) kusmi integrasyonla, (b) bir trigonometrik
degisken degistirmesi ile, (c¢) bir baska degisken degistirmesi ile hesaplayiniz.

2.4 Rasyonel Fonksiyonlarin Basit Kesirlere Ayirma ile
Integrasyonu

Hatirlanacag1 gibi bir rasyonel fonksiyon, iki polinomun oram geklinde yazilan
fonksiyonlardir. Bu kesimde bir rasyonel fonksiyonun integralinin nasil hesa-
planacagini gorecegiz. Bunun i¢in rasyonel fonksiyonlar1 daha basit kesirlerin
toplami olarak yazacagiz.

2 3

Oncelikle g(z) = 2% ve h(z) = 25 rasyonel fonksiyonlarim goz oniine

alalim. Bu iki fonksiyonun toplami

flx) = g(@)+h(2)

2 3
o 5w+l
o 4+ 17
(x+5)(z+1)
5z 4+ 17
22 +62+5

36



seklinde bir rasyonel fonksiyonu verir. Simdi f fonksiyonunun integralini hesaplama
problemi ile kargilagtigimizi diisiinelim. Buradan da goriilecegi iizere

S5z + 17 2 3
/x2+6x+5dx B /<x+5+:c+l>dx

2
T+5 r+1
= 2Injz+5/+3njz+1]+C

olur. Bu ornek baz f(z) = ggi; rasyonel fonksiyonlarinin integrali i¢in bir yol
gostermektedir. Bu yontem (2) de gosterilen iglemi tersine ¢evirmekten olusur.

f(z) = gg; bigiminde bir rasyonel fonksiyonu goz oniine alahm. P(z) ve
Q(z) polinomlarinin dereceleri sirasi ile m ve n olsun ve bunlarin ortak ¢arpani
olmasin. Eger m < n ise f(z) rasyonel fonksiyonuna bir Has rasyonel fonksiyon
(Has kesir) denir. Eger m > n ise f(x) rasyonel fonksiyonu (polinom bolmesi
yapilarak) bir has kesir ile bir polinomun toplami olarak yazilabilir. Yani K (x)

bir polinom ve % de has kesir olmak tizere

P

R(x)
Q(z)

olur. O zaman f(z) in integralinin hesaplanmasi i¢in ggig has kesirinin inte-

gralinin hesaplanmasi yeterlidir.

Bilindigi gibi katsayilar: reel olan bir polinom, lineer ¢arpanlar (axz + b)
ile kuadratik carpanlarin (b*> — 4ac < 0 olmak iizere az? + bz + ¢) garpimi
olarak yazilabilmektedir. Dolayisiyla gg; has kesirinde Q(z) polinomu bu sek-
ilde carpanlara ayrildiginda bu has kesirin integrallenmesi £ > 1 olmak iizere

A o Ax+ B
(ax + b)F v (az? + bz + )k

3)

tipinde Basit kesir adi verilen kesirlerin integrallenmesine indirgenir. Simdi
(3) tipindeki fonksiyonlarin integrali ile ilgili bir kag¢ érnek verelim.

Ornek 84 Asajidaki integralleri hesaplayiniz.

1. f%wd:c

3
/x+2dm—31n(x—|—2)+0

5 5
2 _dg=——"___4C
/(:c+3)4 3(z+3)°
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3. f 22+4x+8 +4:L’+8

/ dx B / dx
2 +4x+8 (x+2)2+4
1 1
= 3 arctan (:z:;) +C

4. [ z?iﬁc_imdw' Ik olarak, paydadaki kuadratigin tirevini pay kisminda

olugturalim.
/ 2045 L _ /2x+4+1d$
22 + 4z + 13 N x2 4+ 4z + 13
2v + 4 dxr
= 76‘[ _—_—
/:172+4:L‘+13 x+/x2+4x+13

dx
= 1 244 13 B T S——
n(z® + 4z + )+/(x+2)2+9

1 2
= In(z? + 4z +13) + 3 arctan (w;—) +C

5. [ 4 2245 dx. Ilk olarak, paydadaki kuadratigin tirevini pay kisminda

w2+6w+10)2
olugturalim.
/ 2z +5 de — / 20 +6—1 .
(22 + 62 + 10)2 B (22 + 6z + 10)2
_ / 2z + 6 d — / dx
B (22 + 62 + 10)2 (22 + 6x + 10)2
= L+ .
Burada ilk integralde 2 + 6x + 10 = t déniisiimii yapilirsa
2z 46 dt
I, = 2Ty = [
! /(x2+6x+10)2 v /t2
1 1
T T T e 10
olur. Ikinci integral ise x + 3 =t doniisiimii ile
o / dx B / dx
> 7 ) @+6z+102 ) (z+3)2+1)2
/ dt
(t2+1)2

halint alir. Bu son integral ise daha once asagidaki §ekilde hesaplanmasti.
J t;{ﬁl integraline kismi integrasyon uygulamirsa (u = dv = dt)

/—dt = t+2/ e dt
2+1 241 (12 4 1)

ot +2/ dt 2/ dt
2+ 2 +1 (2 +1)?
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ve buradan

dt t 1 dt
/(t2+1)2 B 2(t2+1>+§/m
t 1
= m + §arctant—|—02
bulunur. Sonu¢ olarak
L+ 1 ) ! ) —|—1arctan(m—|—3)+C’
224+ 6x+10  2(z2+6x+10) 2
= W-T—thl-f-lo) + %arctan(x +3)+C
bulunur.

Simdi ggg has kesirinin basit kesirlere ayrilmasi ile ilgili dikket edilmesi
gereken durumlar inceleyelim.

2.4.1 Farkh Lineer Carpanlar
Eger Q(z) paydasi
(a1 + b1)(agx + b2) - - - (anx + by)

seklinde n tane farkl lineer garpandan olusuyorsa has kesirin basit kesirlere
ayrimi, Ay, As, - -+ A, reel sabitler olmak {izere

R(ZIZ) o A1 A2 An

Q(z)  aix+b Jragnc—i—bgJr.“Jrangc—i—bn

seklindedir. Yani herbir lineer carpan igin bir basit kesir yazilir.

Ornek 85 Ik (wzziﬂdx integralini hesaplayalim.

“1(@+9)
2z +1 A B
(x —1)(z+3) o1 +gc—i—S
yazimindan
20 +1 Az +3)+ Bz — 1)
(x—1D(z+3)  (x—1)(z+3)
olur. O zaman (A+ B)x +3A — B =2x + 1 egitliginden
A+B = 2
3A—-B =1

olup A = % ve B = % bulunur. O zaman

[ = [ )e

3 5

bulunur.
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Uyar1 86 Q(x) polinomu n tane farkl lineer carpandan olugmast halinde has
kesiri basit kesirlere ayirmamin kolay bir yolu vardir. Ornegin,

2241 A B C
+

(x—l)(m—Z)(x—S)ix—1+x—2 x—3

ozdesliginde her iki yan (x — 1) ile ¢arpildiginda

211 B(z—-1) C(z-1
(r —2)(x —3) x—2 x—3
olur. Bu son ifadede x = 1 koyarsak A = % =1 olur. Benzer gekilde
2+1 Az -2 -2
e+ _ (z-2) LB+ Clz—-2)
(x—1)(x —3) x—1 x—3
de v = 2 yazlirsa B = =5 bulunur. Yine C = 5 olur. Ashnda A says

(x,_l)(:”;% has kesirinin paydasindaki (x — 1) ¢arpanini kapatip © = 1 yaz-

makla bulunabilir. Yani

B 1241 B
4= G- Dli-20-3

_ 2241 L
P= e ne_oe s

Kapat

B 3241 B

S T ) [
Kapat
olur. O zaman
22 +1 1 5 5

(a:—l)(a;—Z)(a:—?)):m—liaz—2+x—3

bulunur. Bu yontem ile basit kesirlerin sabitlerini bulma islemine Kapatma yon-
temi vaya Heaviside yontemi denir.

Ornek 87 Asajidaki integralleri hesaplayinaz.
1 f S e —
234322 —10z
2 44z+1

zdx
3. f (z+1)(x+2)(z+3)
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2.4.2 Tekrarhh Lineer Carpanlar

Eger Q(z) paydasi a ve b reel sayilar olmak iizere tekrarh (az -+ b)* lineer
garpanini igeriyorsa has kesirin basit kesirlere ayrimi, Ay, Ao, - - - A,, reel sabitler
olmak tizere

R(Z‘) Al A2 An

Qz) am+b+ (az + )2 ot (az + b)"

seklindedir. Yani ax + b lineer carpaninin herbir kuvveti i¢in bir basit kesir
yazilir.

Ornek 88 f I?I_Ef;g4dx integralini hesaplayalim.

x2+2x+4_ A n B . C
(x4 1)3 x4+l (z+1)2 0 (z+1)3

yazemandan payda egitleme ile

P2 +22+4 = A@+1)?+Bx+1)+C
Az’ 4+ (2A+ Bz +A+B+C

olur. O zaman

A
2A+B = 2
A+B+C =

egitliklerinden A =1, B =0 ve C' = 3 olarak bulunur. Bdéylece

/m2+2x+4dx B / 1 n 3 d
(x4+1)3 B x+1 (z41)3

3

+C

olur.

Uyar1 89 Q(x) polinomu tekrarl lineer carpandan olusmast halinde has kesiri
basit kesirlere ayirmamin kolay bir yolu vardwr. Ornegin
?+20+4 A L B n C
(x+1)3  2z4+1 (z+12  (z+1)3

ifadesinden payda egitleme ile
2 +2+4=Alx+1)2+Bx+1)+C (4)

yaziir. Burada x = —1 yazldiginda C = 3 bulunur. (4) esitliginden tirev
alirsak
2 +2=2A(x+1)+B
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olup x = —1 yazlirsa B = 0 ve yine tirev alarak
2=2A
dan A =1 bulunur.

Ornek 90 Asajidaki integralleri hesaplayiniz.
1 [ ﬁdm
£E2

2.4.3 Lineer Carpan ile Tekrarli Lineer Carpan

Ornek 91 Ik Lfgilll)daz integralini hesaplayalim. Yukaridaki a¢iklamalar dikkate

alindiginda intagrant

_bz—-1 A B _C_ D
32r—1) = 22 a3 2zx-1

seklinde basit kesirlere ayrilabilir. Buradan

6r—1 = Ax?*(2z—1)+ Bx(22z —1)+C(2x — 1) + Da?
= (2A+D)z*+ (-A+2B)2* + (-B+2C)z - C

olur. Bu egitlikte x = 0 alimirsa C =1 ve x = % alindiginda D = 16 bulunur.

Yine 23 ve 22 nin katsaylar dikkate alinirsa A = —8 ve B = —4 olur. O zaman

/Gx—ld _/ 8§ 4 1. 16\,
x3(2x + 1) vz z  z? :v3 2 —1) %

—|—81n|2x—1|—|—01

4
81 2 _ -
n | + r  2x2
elde edilir.
Ornek 92 Asajidaki integralleri hesaplayiniz.

3x+5
1. fx37127x+1 z

2 [ erieee
3. f z+1)2

4 f ($2d_x1)2
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2.4.4 Kuadratik Carpan

Eger has kesirin Q(z) paydasinda (b — 4ac < 0 olmak {izere)
az® +br +c

seklinde kuardaratik carpan varsa bu carpan icin basit kesir, A, B reel sabitler

olmak iizere
Az + B

ax? +bx+c

seklindedir. Her farkli kuadratik garpan i¢in A ve B farkh alinarak bir basit
kesir yazilir. Tekrarli kuadratik ¢arpan igin ise tekrarh lineer garpanda oldugu
gibi iglem yapilir.

Ornek 93 J 243 dx integralini hesaplayalvm. Payda x* + 922 = x?(x? +

T +922
9) seklinde bir tekmrlz lineer ¢arpan ile bir kuadratik ¢arpamn ¢arpymadir. O

zaman integrant
z+3 A B Cx+D

zi 4922 1z 22 7249

biciminde basit kesirlere ayrilir. Buradan

r+3 = A(@®+92)+ B(z? +9) + (Cz + D)a?
= (A+C)2® + (B+ D)a? +9Az + 9B
olup x = 0 yazlirsa B = % bulunur. Yine A = %, C = —% ve D = —% olur. O
zaman

z+3 1 1 T +3
I SR S e s
/x4+9x2 v /<9x+3x2 9(z2+9)) v

1 1 1
= 71n|:p|——77/ x+3dm
x

9 3 9) 2249
1 1 1 2
= 71n|x|f—f—/ x+6d:c
9 3r 18 ) 2249
1 In|a| 1 1 / 2z d 1 / dx
= — 1n _—— = — —_— —_ = _—
o " T8 ) 2219 T3 ) 219
1 1 1 1
= §ln|x|—3—x Eln(2+9)—§arctan%+01
1 x? 1 1 T
= —In(—w——)—- — —-arctan—- 4+ C
sGary) ~ g guctang TG
bulunur.
Ornek 94 Ik mdm integralini hesaplayalim. Payda farkl iki kuadratik

carpamn ¢carpymadir. O zaman integrant

4x Az +B Cx+D
(22 +1)(z2+22+3) 22+1  22+22+3

43



biciminde basit kesirlere ayrilir. Buradan

4 = (Az+ B)(2®+ 22+ 3)+ (Cx + D)(2® + 1)
(A+C)z*+ (2A+ B+ D)x* + (3A+2B+C)xz+3B+ D

den
A+C 0
2A+B+D = 0
3A+2B+C 4
3B+D = 0
bulunur. Denklemlerin ¢ozimi A = 1,B = 1C = —1 ve D = —3 degerlerini
verir. O zaman
/ dxdz _ / r+1 x4+ 3 e
(x2 +1)(22 +22+3) x22+1 224+2zx+3
z+1 z+3
/x2—|—1 “ /x2—|—2x+3 *
_ 1/ 2z d:ch/ 1 dm—l/ 2:r+2+4dZ
2 ) 22+1 2+ 1 2) 2242243
1 1 [ (2z+2)dz dz
= “In(z%+1 tang — = [ - o f T
5 (@ + 1) +arctanz 2/:E2+2:1:+3 /m2+2m+3
= 11n(:r2—}—1)—|—::chtan:t—lln(x2—4—2ac—|—3)—2 _dr
2 2 (x41)242
1 2+1 1
= 5ln (5525:_2_;_’_3> + arctanx — \/ﬁarctan(m\% )+ Cy
bulunur.

Ornek 95 i (gjf%ydaj integralini hesaplayalim. Payda da bir tekrarl kuadratik
carpan vardir. O zaman integrant

2> Az+B  Cx+D
(z2+1)2  22+1 (a2 +1)?

bictminde basit kesirlere ayrilir. Buradan

> = (Az+B)(2*+1)+Cx+D
= A*+ B2’ +(A+C)r+B+D
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ve boylece A=0, B=1,C =0 ve D = —1 bulunur. O zaman
x2 1 1
———dzr = — d
/(z2—|—1)2 ¢ /<x2+1 (z2+1)2> v
_ / dx _/ dx
B z2+1 (22 +1)2

¢ ° ! arctanz + C
= arctanz — ———— — - arctanz
202 +1) 2 !
T 1
= —72(x2+1)+5arctanx+01

bulunur.

Ornek 96 Asajidaki integralleri hesaplayiniz.

1. f (m2+1 (m 1)2d

203 —42°—2-3
2. 72 —21—3

5 | sie
[ s#da
f x —z+2dw

z3—1
f dz
z24x+1
dz
r34+1

dx
zt41

S

2.4.5 Integrant:1 Rasyonel Hale Getirerek Integralleme

Baz1 cebirsel ve transandant fonksiyonlar uygun bir degisken degisimi ile rasy-
onel hale doniigtiiriilebilir. Boylece yukarida belirtilen yollar ile integralleme
yapilabilir.

Ornek 97 f - integralinde x + 1 = t2 dondistimi yapilersa
/ dx _ / 2dx
e +1 2 -1
1 1
- / ELENE N P
t—1 t+1
t—1
= In C
t+1 +
v 1-1
= In ‘I + ‘ +C
ve+14+1
olur.
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P(z) bir polinom, a, b, ¢, d reel sayilar ve n bir pozitif tam say1 olmak iizere

olmak iizere
lax +b
P v d
/ (z) cx+d v

tipindeki integraller
ar +b

="
cx+d
doniigtimii yardimiyla bir rasyonel fonksiyonun integraline doniistiiriilebilir.
Ornek 98 fﬂﬁdm integralini hesaplayalhm. 5% = t2 denirse x = IQJ:;
olur. Ozaman dx = (1;1%)2(# olacagindan

2
‘/M wdxz/—fiﬁm
2—x (1+12)

olur. Bu son integral bir rasyonel fonksiyonun integralidir ve basit kesirler
yardimwyla hesaplanabilir.  Ancak biz burada hem farkly bir yol ogrenmek ve
hemde integrali daha kolay hesaplamak i¢in t = tanwu dontisimi yapalim. O

zaman dt = sec® udu olup
4t*
[
(t2+1)

[ x
d
/ 2—zx v

4tan?u 9

= /MMSGC udu
tan2

_ 4/ an2udu
sec? u

= 4/Sin2udu

= 2/(1 — cos2u)du

= 2u—sin2u+C
= 2arctant — 2sin(arctant) cos(arctant) + C
2t
= 2arctant — —— +C
arctan T +
2. /75
= 2arctan +C

22—z 1+5%

= 2arctan %f\/2x7x2+0
V2—2z

bulunur.

Ornek 99 Asajidaki integralleri uygun bir dejisken degisimi ile rasyonal hale
getirerek hesaplayiniz.
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~

- V1 + erda
f\/ﬁﬂd

I\S)

co

J

[y

dz
cos T

RN

cos zdx
1—sin® x

>

dx
7. f cos? x—sin 2z

8. f cos zdz

cos3 x+sin’ x
dx
9. f 1+Si§12 z
2.4.6 Ek Sorular

Ornek 100 Asagidaki integralleri hesaplayiniz.

4z%—3z—4
f¢3+12 Z»de

S z96(24361)31 dx

S

5) f 522 —3z2 +2x— 1dl’

¥ 2
3

4. f x§—+1dz

-+ 4+2x+1
|t

S

52

f dx
z(zt41)
$4
Ornek 101 Asagidaki integralleri rasyonal hale getirerek hesaplayimiz.
dz
1. f Va+ Yz
2. f __14lnax dx

z(34+2Inz)?

3. f ””H tdx

4. [zarctanzdx

5. [2?In(1 + 2)dz
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dzx

6. 2+4sin x+cos
24 dz
: zv/x+9
8. [ty
dz
9. f sin x cos3 x

10. [ da

2.5 Baz Irrasyonel Fonksiyonlarin Integrali

Bu kesimde baz irrasyonel fonksiyonlarinin integralinin hesaplanmasinda kul-
lanilan yontemler iizerinde duracagiz.

2.5.1 integralinin hesabi

dz
f Vax?2+br+c
a,b ve c reel sabitlerinin durumlarina gore axz? + bz + ¢ ifadesi k2 — u? veya
u? £ k? haline doniistiiriilebilir. Bu durumda

U
arcsin T + C veya

du

/ Vk2 —u?
du

/ Vu2 + k2

esitliklerinden yararlanilarak integral hesaplanir.

= In(u+Vuz£k?)+C

Ornek 102 J \/ﬁ integralini hesaplayalim. x — 1 = u dondisimi ile

/@‘f*_l)
| 7=

= arcsin g +C

/ dz
V3 + 2z — x2

-1
+C

. X
= arcsim

bulunur.

Ornek 103 Ik \/ﬁ integralini hesaplayalim. 2x + 1 = u dondisimi ile

dx B dx
| e - /m
1 du
3 v

1
= §ln(u—|— uw?+2)+C

1
§ln(2m+1+\/4x2+43§+3)+0
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bulunur.
25.2 [ %dm integralinin hesab:

Bu tip integrallerde yapilacak ilk ig, kok i¢inin tiirevini integrantin pay kisminda
olugturmaktir. Burada 6nce z in katsayisinin olugturulmasina dikkat edilmelidir.
Daha sonra yukaridaki teknik kullanilarak integral hesaplanabilir.

Ornek 104 Ik %dm integralini hesaplayalim.

Bet2 o1 6 + 4

Nz m
3 o2r + 4 —|—4 4d

- NrEw T

3 (2z+4)dz

vaz+4zr +1 /\/$2+4x—|—

olur. Ik integral 2% + 4x + 1 = t dondisimii ile hesaplanabilir. Ikincisinde ise
yukaridaki teknik kullanaler. Ozaman

—dz
Va? +4r+1 Va2 +4r+1 /\/mz +4z+1

3\/1‘2+4x—|—1—4/—
VE+2)2-3
= 3Val+dz+1—-4ln(z+2+vVa2+4x+1)+C

3z + 2 d 3 (22 +4)dx

bulunur.

2.5.3 fp"i(x)dx integralinin hesab:

Vax?2+bz+c
P,,, n. dereceden bir polinom olmak iizere bu tip integraller i¢in 6zel bir hesaplama
yontemi vardir. Boyle bir integral @,,—1, n — —1. dereceden bir polinom ve A

bir sabit olmak iizere daima

= Qn_1(z)Vaz? —|—bx—|—c—|—)\/
/\/ax2+b:c+c = Qua \/am2—|—bm+c

bi¢iminde yazlabilir. @,_; polinomu ile A sabitinin bulunmasi durmunda in-
tegral kulaylikla hesaplanabilir. (5) esitliginin her iki yaninin tiirevi alinarak
@ —1 polinomu ile A sabiti bulunabilir.

Ornek 105 J \/%dz integralini hesaplayalim. Yukaridaki digtince ile

22* — 3z ————der=(Az+ B)V2?2—2x+5 —|—/\/

Vi =215 \/TH
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yazihr. Tirev alma islemi ile

202 — 3z _ 4 $2_2x+5+(A1‘+B)($—1)+ A
 A(@?—2z+5)+ (Az+ B)(x — 1)+ A
- VaT =2z +5
_ 2A2?+ (—3A+ B)x+5A—-B+ )\
- VaT =2z +5

bulunur. Buradan 2A =2, —3A+ B =-3vebA—B+A=0dan A=1,B=0
ve A = —b bulunur. Ozaman

2% =3z SR — /
vV —2x+ v —2:1c—|—
= zvaZ-2zc+ —/
V(e —1)2
= zva?—-2z+5—5ln(z — 1+ 2? 72x+5)+0
bulunur.

2.5.4 Ek Sorular

Ornek 106 Asagidaki integralleri hesaplayinz.

dz
1. f Vr2—2x+3

x+3
¢ | St

o

ff/%dx

.

f\/m

S

=i

f\;z;fdx

D

2.6 Boliim Sonu Problemler
Ornek 107 Asagrdaki limitleri bulunuz. Cevabimizin agamalarine belirtiniz.
wfsin(tQ)dt

1. lim
z—0

no1 m
2. 1 —sin | —
im Y —sin < - >

n—oo ;1 N

sin x4
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1
Xy 5
Ornek 108 f ,/L_m arcsin xdx belirli integralini hesaplayiniz. Cevabinizin asa-

_1

malarime belirtiniz.

Ornek 109 f zdz — belirsiz integralini hesaplayiniz. Cevabinizin asamalaring belir-
tiniz.

Ornek 110 [ cosx sin? zIn (sin2) da belirsiz integralini bulunuz. Cevabinizin aga-
malarine belirtiniz.

Ornek 111 Asagrdaki integralleri hesaplayiniz. Cevabinizan asamalaring belirtiniz.

dz
L. / 24-cosx

4

2. /eﬁdx

1

3x+1
Ornek 112 f(z) = / sin (t4) dt fonksiyonunun tirevini bulunuz. Cevabinizin

2x
asamalariny belirtiniz.

b

Ornek 113 / 2 +x—a? dx integralini maksimum yapan a ve b reel degerlerini

bulunuz. Cevabmzzm asamalarina belirtiniz.

. T
Ornek 114 —— belirsiz integralini hesaplayimiz. Cevabinizin asamalaring
2+ cosx

belirtiniz.

Ornek 115 /x\/ 22 + 22 + 4dx belirsiz integralini hesaplayiniz. Cevabinizn asa-

malariny belirtiniz.

. n n?
Ornek 116 lim » ———— limitini hesaplayiniz.
n—oop ) (n+k

Ornek 117 Asagida verilen fonksiyonlarin belirtilen araliklardaki ortalama degerini
bulunuz.

1. f(z) = 2%, 0,2]

2. f(z) ==, [1,4]
3. f(z) =sin2z, [0, 3]
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Ornek 118 Kalkiilisin Temel Teoremini kullanarak verilen fonksiyonlarin tirevini
hesaplayiniz.

L () = [+ 1)t
2. f(x) = [, (t+$)dt

3. f(x) = [ VI3t
4. f(z) = [TUT(@2 + 2)3dt

Ornek 119 1 xQ = | 1

Temel Teoremi ile celisir mi? Neden? Integrantin grafigini ¢iziniz ve bu durumu
yorumlayiniz.

= —2 ifadesi dogru mudur? Bu durum Kalkilisin

n .
.. 2
Ornek 120 lim, E —; limiting bir integralin degeri oldugu farkina vararak
n
i=1
hesaplayiniz.

Ornek 121 Yarigcape 3 birim olan kiire merkezinden x birim uzaklikta bir di-
zlemle kesiliyor. Dairesel dik kesitin alaninin ortalama degerini bulunuz.

Ornek 122 f02 ||z|| dx integralini hesaplayimiz. Buradan f(x) = ||z|| fonksiy-
onunun [0, 2] araligindaki g ortalama degerini bulunuz. [0,2] araliginda f(T) =7
esitliging saglayan bir T noktast var madir?
Ornek 123 f02 Va3 + 1dx integraline alt ve idist sinar bulunuz.
Ornek 124 Asagidaki integralleri hesaplayiniz.

1. f (2z — €%)dx

4 4
2 5

3. ff If/;l dz

4 f% dz
©Jo 1—22

1 1+C()b x
5. fO cos? x dx

6. f_21 |z — 22| da
Ornek 125 f(t) = ft yiru 1+“4 duve F(z) = [ f(x)dx ise F"(2) yi hesaplayinaz.

Ornek 126 [—2,2] araljinda f(z) = V4 — 22 fonksiyonunun ortalam dejerini
bulunuz. (Belirli integrali alan gibi yorumlayarak hesaplayiniz)
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Ornek 127 Jy f(t)dt = z cosmx ise f(4) nedir?

sinx

Ornek 128 f tirevlenebilen bir fonksiyon, f ' (1/\/5) =4dvey= [ f(t)dt ise
0

y 4y toplaminin x = 7 /4 noktasindaki degerini bulunuz.

dx integralini hesaplayiniz.

e 1
Ornek 129
/ (1 332)3/2

Ornek 130 n pozitif tamsayr olsun.

f cos™ xdx integraline indirgeme formiilii bulunuz.

w/2
2. indirgeme formdilini kullanarak f cos® zdx integralini hesaplayiniz.
0
o 37/2
Ornek 131 f'(z) = <%, f (g) =6 ve f (777) = 2 ise L/f f (x) dz integralini
/2

hesaplayiniz.
Ornek 132 Ik %\/ 922 — 16dx integralini hesaplayiniz.

Ornek 133 Asagidaki integralleri belirli integral tansmana kullanarak hesaplayiniz
1. fol edx
2. ff(l —2%)dz

Ornek 134 Asagidaki belirsiz integralleri hesaplayiniz.
4
T

dzx
2. | ———=
fa2+x2
f T
[a2 — 22
dz
4, | —
f\/3—2x—x2
vr+1 +2

5.
f vr+1
6. fxeﬁdx
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7| m\/@ldx
3. f sin 2z o

1—sin*z

. [

10. [ ——
f 1+ cosx
11. [tan®zdzx

2

12. | ————
f 2 —sin“x
13. [/1+ coszdx

Ornek 135 Asagidaki belirli integralleri hesaplayinaz.

1—cosx

sinx

dx

1. f?ﬂ tan? zdx
6

4 T

2. —d
b et
2

Jo x|lz| dx

©w

e

ac|1—ac2|dx

ot

fol 22(1 — 2)%zx

e sin(ln x) da

Ji

Ornek 136 ff x + 3)V4 — x?dx integralini iki integralin toplama bigiminde
yazarak ve integmllerden birini alan olarak yorumlayarak hesaplayiniz.

&

xT

Ornek 137 fol zv'1 — xtdx integralini, degisken degisikligi yaparak ve ¢ikan in-
tegrali alan olarak yorumlayarak hesaplayiniz.

Ornek 138 f siirekli ve fo x)dz = 10 ise fo f(2z)dz integralini hesaplayiniz.
Ornek 139 f siirekli ve fo x)dx = 4 ise fo x f(2?)dw integralini hesaplayinz.

Ornek 140 f sirekli bir fonksiyon olmak iizere
/ fl= + f f@) + fla—z)
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integralini hesaplayiniz. Bundan yararlanarak

/1 x3 d z Vsin? z
S
0 312 —3r+1 0o Vsin?z+ Vcos2x

integrallerini hesaplayni

Ornek 141 Asagidaki integralleri hespalayimz

—

3
. fo z ||z|| dz

o

) ‘x‘r‘ — 322 + 290‘ dx

w

fO 1+4 %m2 T

Jo \f2ide

fol 22(1 — 2)8dx

e

ot

fol 23(1 — 2%)3dw

S

zsin x dx

(.
©Jo \/1+sin21

8. fil In(z + V1 + z2)dz
lx—2] , -2<z<1
Ornek 142 f(z) = ise ffz flz)dz =?
|| , l<x<2

Ornek 143 f f t)dt = z= ise f(1) =

Ornek 144 fo t)dt = zcosmw ise f(4) =7

Ornek 145 fof(m) t2dt = xcosx ise f(4) =?

Ornek 146 Siirekli tireve sahip f fonksiyonu icin f(0) = % ve f(1) =

olduguna gére fol W(ix =7

Ornek 147 lim, o, “=Llin (H (1 + ’C(en—l))> _9
k=1

Ornek 148 hmmﬂo fl Smtdt

24+h g¢ _

Ornek 149 lim,_,¢ & T R
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Ornek 150 & [1*7 f(t)dt = 1 ise f(2) =

Ornek 151 Agayzdaki integralleri hesaplayiniz
L fO a;3+1

2. fy i

In(1+4z)
- Nie= dz

2zlnx
f (14x2)2 dl‘

w

e

cos T
5. 2—cosx dx

e

f (z4+1)e™" dx

x2

7. fﬁl In(sec z + tan x)dz
4

Ornek 152 Tirevi kendisinin iki katina esit olan pozitif bir f fonksiyonu i¢in
£(0) =1 oldugu biliniyor. f(x) nedir bulunuz.

Ornek 153 Her noktasindaki egimi, o noktanmin apsisi ile ordinate ¢arpimana
esit olan ve (0,2) noktasindan gegen egrinin denklemimi bulunuz.

Ornek 154 f(z) = ﬁ fonksiyonunun [0,1] araligindaki ortalama degerini
bulunuz. Bu arabkta f altindaki gorintisi f nin ortalama degerine egit olan
bir nokta var midir? Neden?

Ornek 155 Asagidaki fonksiyonlarn [—3, 3] aralgindaki ortalama degerini bu-
lunuz. Bu arabkta f altindaki gorintisi f nin ortalama degerine esit olan bir
nokta var madir?

-z, —3<z<0
L f(z) =

24+1 , 0<z<3

—z2 , 3<x<0
2. f(z) = z , z=0

241 , O0<z<L3

Ornek 156 n bir dojal say: olmak iizere Jo x|l da integralini hesaplaymnaz.

Ornek 157 f(z fz Smtdt olsun. (f Elektirik mihendisliginde onemli bir
f( )

fonksiyondur ve k‘zsaca Siz ile gosterilir.) lim,_.q ve limg_, oo Sf) limit-

lerini bulunuz.

Ornek 158 f(z) = [1 V1 + tdt ile verilen egrinin x = 1 apsisli noktasindaki

tegetinin denklemini bulunuz.

Ornek 159 [ ==L dx integralini hesaplayimz.

(sin z+cos z)3

Ornek 160 ffl ||z|| cos? xdx integralini hesaplayiniz.
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3 BELIRLI INTEGRALLERIN UYGULAMALARI

3.1 Alan Hesab1
3.1.1 Egri Altindaki Alan

Bu kesimde belirli integral yardimiyla egriler tarafindan siirlanan bolgelerin
alanini hesaplayacagiz. Belirli integral tanimindan da hatirlanacagi gibi eger f
fonksiyonu [a, b] araligh iizerinde siirekli ve pozitif ise f: f(x)dx belirli integrali
aralik tizerinde f nin grafigi altinda kalan alani vermektedir.

A= f; f(x)dx

Eger f fonksiyonu [a, b] araligi iizerinde negatif ise aralik iizerinde f nin grafigi
ile x-ekseni arasinda kalan bolgenin alani fab —f(x)dz ile hesaplanir.

Y

A= f; —f(x)dx

Eger f fonksiyonu [a, b] aralig1 iizerinde pozitif ve negatif degerlerden her ikisini
de aliyorsa, aralik iizerinde f nin grafigi ile z-ekseni arasinda kalan alan, f nin
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pozitif oldugu bolgedeki alan ile negatif oldugu bolgedeki alanin toplami olur.

R

A= AL+ A2= [C f(z)dz + [0 —f(z)da

Sonug olarak y = f(x) fonksiyonu [a, b] arahginda siirekli ise, aralik {izerinde f
nin grafigi ve z-ekseni tarafindan sinirlanan bolgenin toplam alan kisaca

b
A= [ 1f@)ds
esitligi ile hesaplanir.

Ornek 161 f(x) = 22 egrisi x = 1 ve x = 3 dogrular ve x-ekseni tarafindan
stmarlanan bolgenin alany

3
26
A=/ 22de = = br?
1 3

olur.

Ornek 162 [-2,2] arabijinda f(z) = x> 4 2z ejrisi ile x-ekseni tarafindan
simarlanan toplam alan: bulunuz.

5

I:l\:L_:/:I:I:=>
3 -2 -1 1 2 3
X

-5
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2
A = / |x2+2x}da:
—2

0 2
= / —(2? + 2z)dx + / (2% + 2z)dx
0

-2

8 br?

Ornek 163 f(z) = 2> — 4a + 3 egrisi, * = 2 ve x = 4 dogrular: ile x-ekseni
arasinda kalan bolgenin alanini hesaplayiniz.

4
A = /|x2—4a:+3|da:
2

3 4
/—(m2—4x+3)dx+/ (2% — 4z + 3)dx
2 2
= 2’

Uyar1 164 Benzer diigiince ile x = u(y) egrisi, y = ¢ ve y = d dogrulary ile
y-ekseni tarafindan simirlanan bolgenin alana

d
A= [ Juty)ldy
seklinde hesaplanar.

Ornek 165 y = Inx egrisi, y = 1 ve y = 2 dogrulary ile y-ekseni tarafindan
simarlanan bolgenin alanini bulunuz.

N
!

I
—
N
~ A
o -
o 4+

ol |




3.1.2 iki Egri Tarafindan Simirlanan Alan

f ve g fonksiyonlan [a, b] araligindaki her x i¢in f(z) > g(z) esitsizligini saglayan
stirekli fonksiyonlar olmak tizere y = f(z),y = g(x) egrileri ile x = a ve x = b
dogrular tarafidan sinirlalan bolgenin alam agsagidaki sekilde hesaplanir.

1
T
-1 1 2 3

RS M = =

A= f: f(z)dx + f: g(z)dz A= f(f —g(z)dz — ff —f(z)de A= fab f(z)dz + fab —g(x)dz

olur. Her durumda da belirtilen bolgenin alani

b
A= [ (1) - gla))is
esitligi ile hesaplanir. Yani iistteki egriden alttaki egrinin ¢ikarilmas: ile

Yiist — Yalt = f(iC) - g(ZC)

elde edilen farkin [a, b] tizerindeki integrali istenen bolgenin alanini vermektedir.
Ancak f ve g nin grafikleri [a,b] araliginda birbirlerini kesiyorlarsa bu formiil
gecerli olmaz. Bu durumda f ve g nin kesisme noktalar1 dikkate alinarak, bu
noktalar arasinda y;s+ — yai¢ fark: olugturulmalidir.

c1 Cc2 b
A= / (@) - g(x)]dz + / lo(z) — f(@))dz + / (@) - g(a))de

c1 Cc2

Sonug olarak y = f(z) ve y = g(z) fonksiyonlar [a,b] araliginda siirekli ise,
aralik tizerinde f ve g nin grafikleri tarafindan sinirlanan bolgenin toplam alani
kisaca

A= [ 1f@) - o)) ds

esitligi ile hesaplanir.
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Uyar1 166 ki ejri arasinda kalan alan hesaplanirken, integrant ile integralin
sinarlarine belirlemek kolay olmayabilir. Bunlary dogru tespit etmek i¢in bolgeyi
cizmek yararlh olur. Daha sonra, bolge i¢inde kalacak gekilde y-eksenine paralel
bir serit ¢izilir. Seridin st ve alt ucundaki egriler belirlenir. yust — Yaie farke
integranttir (Bu durumda mutlak dejere ihtiyac kalmaz). Integralin simarlar ise,
seridin bolge ile kesistigi en sag ve en sol u¢ noktalardir.

Ornek 167 y = VT vey = 2% egrileri tarafindan siarlanan bélgenin alanim
hesaplayiniz. Once bu egrilerin kesim noktalarma bulalm. x> = \/x ise © = 0
ve x =1 olur.

O zaman

1
(yilst - yalt)dx

/
/Ol(ﬁ—xQ)dx
= % br®.

Ornek 168 y = 3z—a° egrisi ile y = x dogrusu arasinda kalan bolgenin alanina
hesaplayiniz.

Egrilerin kesim noktalarinin apsislert —\/?,0 ve V2 dir. [—\/5, 0] araliginda
Yiist = T Ve Yqrr = 3T — 2> diir. [O, \/§] aralijinda ise Yisr = 3T — T ve Yo =
dir. O zaman istenen alan

0 V2
A = / ($—3.’L‘—|—{L'3)d.’1}+/ (3z — 2 — x)dx
-V2 0

= 207
Ornek 169 [—4,2] arabgmda y = x* + 2x ve y = 4 — x egrileri tarafindan

simarlanan bolgenin alanini bulunuz.
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Ornek 170 y = 2z — 22 ve y = 22 parabolleri ile sinirly bélgenin alaniny bu-
lunuz.

Ornek 171 y = VI, y = 24/x ve y = x egrilerinin ¢l tarafindan simrlanan
bolgenin alanint bulunuz.

+ + —-—
1 2 3 4
X

[0,1] aralginda yuse = 24/ ve Yar = Vx olur. [1,4] araliginda ise yust = 2v/x
ve Ygir = = olur. O zaman istenen bélgenin alans

A = /01(2\/5—\/E)dx+/14(2\/§—x)dx

5. 2
= — b
5 07
Ornek 172 y = Vz,y =6 —x vey =1 egrilerinin ¢t tarafindan simrlanan
bélgenin alaniny bulunuz.

Uyar1 173 ki egri tarafindan sinarlanan bolgenin alamine bulmada bazen x
degiskenine gore integral almak kullamislh olmayabilir. w ve v fonksiyonlar
[e,d] araliganda stirekli olmak tizere, bu aralik tzerinde x = u(y) ve x = v(y)
egrileri tarafindan symrlanan bolgenin alany

d
A= [ luty) = ot dy
ile hesaplanir. Integral hesaplanirken sajdaki egriden soldaki egri ¢ikaridmaleder.
Bu durumda mutlak degere ihtiya¢ kalmaz.

Ornek 174 y = = — 1 dojrusu ile y*> = 2x + 6 egrisi tarafindan siarlanan
bolgenin alaniny hesaplayiniz.

y A
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Egrilerin kesim noktalars (—1,—2) ve (5,4) noktalaridir. O zaman istenen bil-
genin alan (y degiskenine gore integral alarak)

A

4
/ (xsag} - xsol)dy

-2

[ 1= Got =3y

= 18 b?

olur. Aymi bolgenin alanim x degiskenine gore integral alarak ta hesaplayabiliriz.

Bu durumda [—3,—1] arabiginda yzst = V2x +6 ve yor = —v2x +6 olur.
[—1,5] aralyinda ise yust = vV/2x + 6 ve yar = x — 1 olacagindan istene alan

5

/1[\/2m+6— (—\/2x+6)]dac+/ (V22 +6 — (x — 1)]dz

-3 -1

= 18 br?

A

olur. Ancak burada = degiskenine gore integral alarak hesap yapmak daha zah-
metlidir.

Ornek 175 y2 = 1 — 2 ve 2y = = + 2 egrileri tarafindan sinirlanan bélgenin
alanini bulunuz.

Ornek 176 2 = 2y ve x = 8—y? egrileri tarafindan siarlanan bélgenin alanin
bulunuz.

3.1.3 Parametrik Egriler Tarfindan Sinirlana Bélgelerin Alam

g ve h tiirevlenebilir iki fonksiyon olmak iizere

{ x=g(t)
y = h(t)

parametrik denklemi ile verilen egri ile + = a ve x = b dogrular tarafindan
sinirlanan bolgenin alanini hesaplamak igin

b
A= [“lolda

formiiliinii ¢ degiskenine bagh yazmak gerekir. Bu durumda dz = ¢’(¢)dt olup t
nin a ve b ye karsilik gelen degereleri sirasi ile t1 ve o olmak {izere

a= [ lar= / h(t) g/ (1)

olur.
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Ornek 177

T =acost

y = bsint
parametrik denklemi ile verilen elipsin alaniny bulunuz. Once elipsin birinci
bolgede bulunan dortte bir alanint hesplayalim.

4
2

: |

-3 -1 1 3
2 X
-4

O zaman A "
e d
1 /0 |yl dzx
olur. © =0 igint =5 vex = a i¢in t =0 olacagindan

A 0
il ﬂr |bsint| (—asint)dt
3

5
= ab / sin? tdt
0
ab sin 2t

= St 2)‘

wab
= — b
4

e

0

olur. Biylece A = wab br? bulunur.

Uyar:1 178 Yukaridaki érnekte elips denkelemi z—z + Z—z =1 olacagindan birinci

bolgede y = by/1 — z—; olur. O zaman dortte bir alan
A @ 2
- / /11— Sde
4 0 a
= 9/ Va2 — x2dx
aJo
b (2 —
= - Va? — a?sin” t(a cost)dt
aJo

Z
= ab / cos? tdt
0

b
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bulunur. Ancak her parametrik denklemi verilen egri i¢in burada belirtildigi gibi
bir kartezyen denklem elde elmek kolay ve kullanisl olmayabilir.

Ornek 179
{ x =r(t—sint)

y =r(l—cost)

parametrik denklemi ile verilen sikloidin bir yayiman altinda kalan alant bulunuz.

Sikloidin bir yayr 0 <t < 2x degerleri ile bulunur. O zaman istenen alan

A

2mr 27
/ ly| dx = / r(1 — cost)r(l — cost)dt
0 0
2
= r2/ (1 — cost)?dt = 3mr? br?
0

bulunur.

Ornek 180
x =rcos®t
y = rsin’t

atroid egrisi tarafindan sinirlanan bélgenin alaning bulunuz.

3.1.4 Ek Sorular

Ornek 181 y = z ve y = 2z dogrulart ile y = x2 paraboli arasinda kalan
bélgenin alaniny bulunuz.

Ornek 182 y = 23 — 3z egrisi ile bu egriye (—1,2) noktasinda teget olan dogru
arasmda kalan bolgenin alanini bulunuz.

Ornek 183 y =z +2 ve y = 0 dogrular ile y = 4 — 22 egrisi arasinda kalan
bolgenin alanint bulunuz.

Ornek 184 y = 22 ejrisi ile bu ejriye (2,4) noktasinda teget olan dogru ve x-
ekseni arasinda kalan bélgenin alanini bulunuz.

Ornek 185 2y = = + 1 dojrusu ile x = y> — 1 ejrisi arasinda kalan bélgenin
alanine bulunuz.
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Ornek 186 y = 9z — a® egrisi ile bu egriye (—1,—8) noktasinda teget olan
dogru arasinda kalan bolgenin alanint bulunuz.

. 1
Ornek 187 y = aL egrisi ile x = 0,y = 0 ve y = 1 dogrular: arasinda kalan

bolgenin alamint hesaplayiniz.

e x?
Ornek 188 y = - ve y =

lunuz.

ﬁe(]rile'ri arasinda kalan bélgenin alanini bu-
x

Ornek 189 Hilal seklindeki bilgelerin alanina bulunuz. Biiyik cember z?+y* =
16, kiigiik cember (x —2)? 4+ y? = 9 denklemleri ile verilmektedir.

3.2 Hacim Hesabi

Bu kesimde belirli integral yardimiyla kati cisimlerin hacmini hesaplamak igin
kullanilan yontemlereden iigii iizerinde duracagiz. Bir cismin hacmini bulmaya
caligtigimiz zaman karsilagtigimiz problem, alan hesaplarken kargilagtigimiz prob-
lemin aynisidir.

i1k olarak Silindir denilen cismi diisiinerek baslayalim. Genel olarak Silindir,
bir diizlemsel egrinin siirladigi boélgenin kendisine dik bir dogru veya eksen
boyunca hareket ettirilerek elde edilen bir kati cisimdir. Silindirlerin bu eksene
dik olan tiim arakesitleri biiyiikliik ve gekil olarak aynidir.

Kapali bir egri tarafindan siirlanan diizlemsel bslgenin alani A br? olsun.
Bu bolge kendisine dik bir dogru boyunca h birim hareket ettirildiginde bir
silindir elde edilir. O zaman bu silindirin hacmi V' = Ah br?® olarak tanimlanir.
Yani boyle bir silindirin hacmi taban alam ile yiiksekligin ¢arpimdir. Ozel
olarak taban, yaricapi r olan bir daire ise silindirin hacmi V = mr2h br? olur.
Taban, kenar uzunluklar1 a ve b olan bir dikdértgen ise hacim V' = abh br? olur.
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3.2.1 Kesit Yontemi

Silindir olmayan bir S cismin hacmini bulmak i¢in dilimleme veya kesit yontemi
denilen teknigi kullaniriz. Once S yi parcalara ayirir ve her parcanin hacmini
yaklagik olarak veren bir silindir aliriz. Biitiin silindirlerin hacimleri toplami
S nin hacminin yaklagik degerini verir. Pargalarin sayisinin gittikce arttigi bir
limit alma iglemi ile S’ nin kesin hacmini buluruz.

S cismi z-ekseni boyunca uzansin ve sol ve sag ucglarina a ve b diyelim.

v,

2__\
1l 12 s 4 s
X

S silindir olmadigindan z-eksenine dik kesitlerin alani noktadan noktaya
degigebilir. [a,b] araligim

a=z0 <11 < < Tp_1<Tp,=2>

ozelligine uygun noktalar ile n tane alt araliga boélelim. Her bir alt araligin
genigligi Ax; = x; —x;_1 dir. Bu noktalardan gecen ve x-ekesnine dik diizlemler
segelim. Bunlar S cismini n tane dilime ayirir. Bu dilimlere Sy, Ss, - - - S;, diyelim
ve tipik bir Si dilimini gtz oniine alalim. Genelde bu dilim silindir olmayabilir.
Fakat dilim ince segilirse S bir silindire benzer. Sonucta k ymci alt aralikta
rastgele segilen xj, noktasindaki kesit alan1 A(z},) olmak iizere Sy, diliminin hacmi
Vi = A(x},)Azy, olur. Boylece S cisminin hacmi

V= Vi+Vat---V,
= ka
k=1
= A(zh) Az,
k=1

olur. Dilimlerin sayisin1 maksAxjy — 0 olacak sekilde artirirsak

maksAxi—0

V= lim ZA(:L‘;C)ALE;C
k=1
olur ki bu esitligin sag tarafi bir belirli integraldir. O zaman

V- / " A(w)de
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olur. Burada A(x), S cisminin [a,b] araligindaki = noktasindan z-eksenine dik
diizlemle elde edilen kesitinin alamdir.

Uyar1 190 Eger S cismi y-ekseninde ¢ ve d noktalar: arasina yerlestirilmis ise
benzer diisiincelerle hacmsi

b
V= [ Ay
olur.

Ornek 191 VYiiksekligi h ve tabaninan bir kenar uzunlugu a olan kare tabanl
dik piramidin hacmini bulunuz.

[0, h] aralginda bir y noktasindan alinan kesitin de bir kare olacagn agiktir. bu
karenin bir kenary s birim ise

a h
veya s = 3 (h —y) dir. O zaman
o _ @ 2
Aly) =5~ = 13(h —y)

olur. Béylece piramidin hacmi
h h a2 )
Vo= [ awdy= [ - P2y
0 0

a2 [ 1 A1
= —(-2(h-9)?) =Zah b?
= (-3 y>)0 Lath by

bulunur.

Ornek 192 Tabani, bir kenar uzunlugu a olan eskenar ticgen ve yiksekligi h
olan piramidin hacmini bulunuz.

Ornek 193 r yaricapl bir kiirenin hacim formiilini elde ediniz.

68



3.2.2 Disk Yontemi

Bu yontem donel cisimlerin hacimlerini hesaplamada kullanilir ve yukarida bahsedilen
kesit yontemine dayanmaktadir. Diizlemsel bir bolgenin diizlem igindeki bir ek-

sen etrafinda dondiiriilmesi ile elde edilen kat1 cisme donel cisim denir. y = f(x)
egrisi £ = a ve x = b dogrular1 ve z-ekseni tarafindan sinirlanan bolgenin -
eksenietrafinda dondiiriilmesi ile olugan doénel cismin hacmini bulahm. [a,b]
araligindaki herhangi bir noktadan alinan kesit daima bir daire olur. Kesitin
alindig1 noktanin apsisi = ise kesitin alani

A(z) = n(yarcap)® = 7 [ f(x)]?

olacagindan cismin hacmi

V= /:A(m)dx _ w/ab [ (2)]2 da

olarak bulunur. Benzer sekilde x = g(y) egrisi, y = ¢ ve y = d dogrulan ile y-
ekseni tarafindan sinirlanan bolgenin y-ekseni etrafinda dondiiriilmesi ile olugan
donel cismin hacmi

d
ver [ o)y
olur.

Ornek 194 y = \/z, 0 < x < 4 ejrisi ile x-ekseni arasinda kalan bélge x-ekseni
etrafinda dondiriliyor. Olusan donel cismin hacmini bulunuz.

Ornek 195 y = %, 1 < x < e egrisi ile x-ekseni arasinda kalan bélge x-ekseni
etrafinda dondiriliyor. Olusan dénel cismin hacmini bulunuz.

Ornek 196 y = Inx egrisi z-ekseni, y-ekseni ve y = 1 dogusu arasinda kalan
bolge y-ekseni etrafinda dondiriliyor. Olusan donel cismin hacmini bulunuz.

Uyar:1 197 Yukarida verilen orneklerde donel cisim x-ekseni veya y-ekseni etrafinda
dondiirilen bir bolge ile olusmaktadir. Bunula birlikte herhangi bir dogru etrafinda
dondiirilen bir bilge ilede donel cisim elde edilebilir. Bu durumda dairesel kesitin
yarigcapina ve dolayisiyla alanina dikkat edilmesi gerekmektedir.

Ornek 198 y = vV egrisi ile y =1 ve x = 4 dogrular, arasinda kalan bolgenin
y = 1 dogrusu etrafinda dondirilmesi ile olusan donel cismin hacmini bulunuz.

3_—
y 1
2_—
1_— A
1~
f +— } } F——
-1 1 2 3 4 5
1+ X
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[1,4] araligindaki x noktasindan alinana dairesel dik kesitin yaricapr \/z — 1
olacagindan kesitin alans

A(z) = m(yargap)® = 7 [V — 1}2
olur. O zaman donel cismin hacmi
4 4 ) 7
V:/ A(x)dxzw/ [Vz —1] dxzéw by
1 1
olur.

Ornek 199 z = y%+1 parabolii ile x = 3 dogrusu arasinda kalan bélgenin x = 3
dogrusu etrafinda dondiirilmesi ile olugan dénel cismin hacmini bulunuz.

XL

_1..1\;4

x = 3 dogrusuna dik olarak alawnana dairesel kesitin yaricapr 3—(y*>+1) = 2—y?
olup kesitin alana

2
Aly) = m(yaricap)® = [2 — y°]
olur. O zaman cismin hacmi
V2 V2 2 64
V:/ A(y)dy:”/ 2= y"] dy = 1z v2m b
—V3 V32 15
bulunur.
[a,b] arahiginda 0 < g(z) < f(z) olsun. y = f(x), y = g(z) egrileri ile
x = a ve = b dogrulan tarafindan smirlanan bolgenin z-ekseni etrafinda

dondiiriilmesi ile olugan donel cismi diisiinelim. Boyle bir cisim igin x-ekesnine
dik kesitler halkasal bolge (pul) olur. O zaman kesitin alani

Alz) = w[f(@) - lg()’
= 7 [f*(2) - 9*(v)]

olacagindan cismin hacmi

b b
Vo / A(2)ds — / [12(2) — g*(2)] da

olur. (Benzer diigiince y-ekseni etrafinda doéndiiriilen bolge iginde verilebilir.)
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Ornek 200 y = 2\/z, y = 22 egrilerinin [0, 1] arahijmda kalan parcalar: arasimda
kalan bolgenin x-ekseni etrafinda dondirilmesi ile olugsan donel cismin hacmini
bulunuz.

Ornek 201 0 < a < b olsun. Merkezi (0,b) de bulunan a yarigaply bir ¢em-
ber tarafindan sinarlanan dizlemsel bolgenin x-ekseni etrafinda déndirilmesi ile
olusan donel cismin hacmini bulunuz.

Ornek 202 y = 22 + 1 egrisi ve y = 3 — & dogrusu ile sinurl bélgenin x-ekseni
etrafinda déndiirilmesi ile olugan donel cismin hacmini bulunuz.

Ornek 203 y = 2 ejrisi ve y = 2z dogrusu ile sirl bilgenin y-ekseni

etrafinda déndiirilmesi ile olugan donel cismin hacmini bulunuz.

3.2.3 Silindirik Kabuk Yoéntemi

Baz1 hacim problemlerini, simdiye kadar kullanilan kesit ve disk yontemleri ile
hesaplamak ¢ok zordur. Ornegin, y = 222 — 3 egrisi ile 2-ekseni arasinda kalan
bolge y-ekseni etrafinda dondiiriilerek olugturulan kati cismi diigiinelim.

Disk yontemi ile belirtilen cismin hacmini hesaplamak icin y = 222 — 23 esitligin-
den z i bulmak gerekir ki bu pek kolay degildir. (y' = 4z — 322 =0 dan x =0
veya r = % olur. Bu durumda y(%) = % dir. Boylece hacim disk yontemine

gore V =m 0% (xfag — 22 ,;)dy ile hesaplanmalidir.)

Simdi bu tip cisimlerin hacmini hesaplamada Silindirik Kabuk Yéntemi de-
nilen bir yontem gelistirecegiz. Silindirik Kabuk, bir dairesel silindirden yarigapi
daha kiigiin olan bir bagka dairesel silindirin cikarilmas: ile elde edilen kati
cisimdir. I¢ yaricap: r; dis yaricap: ry ve yiikseklihi A olan bir silindirik kabugun

hacmi

vV = W(T% - Tf)h
= 7(re+1ry)(ra —r1)h
= 27Tr2_5r1(T2—T1)h

olur. Yani
V = 2w (ortalama yaricap)(kalinlk)(yiikseklik)
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olur. Simdi, f fonksiyonu [a,b] iizerinde siirekli ve bu araliktaki her z igin
f(x) > 0 olsun. Ustten y = f(x) egrisi, alttan z-ekseni ve sol ve sagdan sirasi
ile x = a ve x = b dogrular ile sinirh bolge R ve R nin y-ekseni etrafinda
dondiiriilmesi ile olugan cisim S olsun.

[a, b] araligim
a=zo<11 < < Tp_1<Tp,=>

ozelligine uygun noktalar ile n tane alt araliga bolelim. Her bir alt araligin
genigligi Axy = x — 2,1 dir. Bu noktalardan gecen ve z-ekesnine dik dogru-
lar secelim. Bunlar R bolgesini n tane seride ayirir. Bu seritlere R, Ro, -+ R,
diyelim ve tipik bir Ry seridini goz oniine alalim. Bu seridin y-ekseni etrafinda
dondiiriilmesi ile olugan cisim Sy, ise S cisminin hacmi Sy larin hacimleri toplamidir.
Yani

V = i+V+---V,
S
k=1

olur. Genel olarak Sy bir silindirik kabul olmamasina ragmen (Ciinkii Ry tam
olarak dikdortgen degildir) bir silindirik kabugu andirir ve boylece serit ne kadar

ince segilirse Sy, bir Silindirik kabuga o kadar benzer. Sonugta k yinci alt araligin

orta noktasi zj, = % olmak iizere Sj nin hacmi

Vi = 2m(ortalama yaricap)(kalinlk)(yiikseklik)

_ 27Txk—|—a:k_1 (mk —xk_1)f(xk+xk_1)
2 2
= 2mz) f(x))Axy

olur. Boylece S cisminin hacmi

V = zn:Vk
k=1

Z 2z f(x)) Ay,
k=1

1%
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Seritlerin sayisin1 maksAx, — 0 olacak gekilde artirirsak

V= lim Z 2y, f(x)) Az,
k=1

maksAxk—0

olur ki bu esitligin sag tarafi bir belirli integraldir. O zaman

v

b
27 / xf(x)dx
b
= 27 / (Kabuk Yarigap1)(Kabuk Yiiksekligi)dz

olur. Burada ortalama yarigapin negatif olmamas: gerektigine dikkat edelim.
Eger zj, = “25+L pegatif olursa hacim

b
V = 27r/ || f(z)dx
b
= 27 / (Kabuk Yarigap1)(Kabuk Yiiksekligi)dz

ile hesaplanmalidir. Simdi daha 6nce bahsedilen cismin hacmini hesaplayalim.

Ornek 204 y = 222 — 23 ejrisi ile x-ekseni arasinda kalan bolge y-ekseni
etrafinda dondiirilerek olusturulan katy cismin hacmini bulalim.

2
V = 27r/ zf(x)dx
0

2
27r/ z(22? — 2%)dx
0

16
Eﬂ' brg.

Uyar1 205 f ve g fonksiyonlar [a,b] tizerinde siirekli ve bu araliktaki her x igin
f(z) > g(z) olsun. y = f(x), y = g(x) egrileri ile x = a ve v = b dogrular
tarafindan sinirlanan bolgenin y-ekseni etrafinda dondiirilmesi ile olugsan cismin
hacmi

b b
vV = 27r/ :cf(m)dx—QW/ zg(z)dw

b
— 2 [ alf@) - g(w) ds
ile hesaplanar.

Ornek 206 y = —z24+4x—3 ejrisi ile y = x—3 dogrusu arasinda kalan bélgenin
y-ekseni ettrafinda dondirilmesi ile olusan cismin hacmini hesaplayiniz.
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3
Vo= 27r/ v[-2®+4z—3—a+3]da
0

1
= 27r/ (=23 + 32%)dx
0

2
= ;w br?

olur.

Uyar1 207 Benzer sekilde sagdan x = u(y) ve soldan x = v(y) egrileriiley = c,
y = d dogrular tarafindan sinarlanan bolgenin x-ekseni etrafinda dondirilmesi
ile olugan cismin hacmi

d
V=2 / y [u(y) - v(y)] dy

ile hesaplanar.

Ornek 208 y = Inx egrisi x-ekesni, y-ekseni ve y = 1 dogrusu tarafindan sinir-
lanan bolge x-ekseni etrafinda dondiiriliyor Olusan cismin hacmini bulunuz.

y A

15717

1.0

05T

0.0

i
N
w -
IN
o 4+

05T

1
V= 271'/ yeVdy = 2w bi®
0

bulunur.
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Uyar1 209 [a,b] aralige izerinde negatif olmayan siirekli f fonksiyonunun grafigi
ile z-ekseni arasinda kalan bolge x = L (L < a) dogrusu etrafinda dondiriliyor.
Olusan cismin hacmi

b
vV = 271'/ (Kabuk Yarigapt)(Kabuk Yiiksekligi)dz

b
o / (@ — L) f(z)dz

ile hesaplanar

Ornek 210 f(z) = = ve g(z) = (x — 2)? fonksiyonlarmn grafikleri ile siarh

bolgenin x = —1 dogrusu etrafinda dondirilmesi ile olugan cismin hacmini
bulunuz.
Ya
2
-
1 2 3 4
X

Vo= 27r/1 (@ — (—1))(z — (& — 2)?)da

4
= 27r/ (x4 1)(—2® + bz — 4)dx
1
63 4

= — br
2

bulunur.

Ornek 211 y=4—2z, y = 4—x ve y = 0 ile sunarly bolgenin x-ekseni etrafinda
dondiirilmesi ile olusan cismin hacmini bulunuz.

Ornek 212 2y = 2, 2y = 4, ¢ = 1 ve & = 2 ile starl bolgenin y-ekseni
etrafinda dondiirilmesi ile olusan cismin hacmini bulunuz.

Ornek 213 zy = 5 ve z+y = 6 ile stnarly bolgenin y-ekseni etrafinda dondirilmesi
ile olusan cismin hacmini bulunuz.

Ornek 214 f(x) = . —a? fonksiyonunu grafigi ile x-ekseni arasinda kalan bol-
genin x = 2 dogrusu etrafinda dondirilmesi ile olugan cismin hacmini bulunuz.
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3.2.4 Ek Sorular

Ornek 215 2y =1, y = 0,z = 1 ve x = 3 ile sunarl bolgenin y = —1 dogrusu
etrafinda dondiirilmesi ile olugan cismin hacmini bulunuz.

Ornek 216 y = = ve y = /z ile suarh bolgenin © = 2 dogrusu etrafinda
dondiirilmesi ile olusan cismin hacmini bulunuz.

Ornek 217 Birinci bilgede x = 4y ve y = I ile simarl bélgenin x = 8 dogrusu
etrafinda dondirilmesi ile olusan cismin hacmini bulunuz. Ayni bolgenin y = 2
dogrusu etrafinda dondiirilmesi ile olugan cismin hacmini bulunuz.

Ornek 218 S cisminin tabam, yaricape r olan bir dairedir. Tabana dik olan
paralel kesitler, yiiksekligi h olan ve farkl kenari tabanda olan ikizkenar ti¢gen-
lerdir. S nin hacmini bulunuz.

Ornek 219 S cisminin tabant yaricapr v olan bir dairedir. Tabana dik olan
paralel kesitler karedir. S nin hacmini bulunuz.

Ornek 220 (z — 2)% + % = 1 elipsinin x-ekseni etrafinda dondirilmesi ile
olusan cismin hacmini bulunuz.

Ornek 221 22 +y2 =1, 2 =1 ve y = 1 ile sumurh bélgenin z-ekseni etrafinda
dondiiriilmesi ile olusan cismin hacmini bulunuz.

Ornek 222 y = /z, y = 2 ve © = 0 ile sumrh bélgenin, (a) xz-ekseni, (b) y-
ekseni, (¢) y =2 dogrusu, (d) x =4 dogrusu etrafinda dondirilmesi ile olusan
cismin hacmini bulunuz.

Ornek 223 y =2z, y = 0 ve = 1 ile sunrk bélgenin, (a) z =1 dogrusu, (b)
x = 2 dogrusu etrafinda dondiirilmesi ile olusan cismin hacmini bulunuz.

Ornek 224 y = 22 + 1 ejrisi ile bu egriye x = 1 apsisli noktasindan ¢izilen
teget ve x = 0 dogrusu arasinda kalan bélgenin y = 0 ve x = 1 ile simarh
bolgenin, (a) x-ekseni, (b) y-ekseni etrafinda dondiirilmesi ile olusan cismin
hacmini bulunuz.

Ornek 225 Yaricapr 3 cm olan bir dairesel dik silindirden iki dizlemle bir eqri
takoz kesilmistir. Bir dizlem silindirin eksenine diktir. Ikinci diizlem birinci
diizlemi silindirin merkezinde 45° Uik ag¢u ile kesmektedir. Takozun hacmini bu-
lunuz.

3.3 Egri Uzunlugu Hesabi

y = f(x) esitligi ile tanimh stirekli tiirevlenebilen bir f fonksiyonu verilsin. Bu
egrinin a ve b apsisli noktalar1 arasinda kalan parcasinin uzunlugunu bulalim.
Bu uzunlugu [ ile gosterelim.
[a, b] araligin
a=x9g<x1 < < Tp_1<Tp=>
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ozelligine uygun noktalar ile n tane alt araliga bélelim. Py_1 = (2x—_1, f(Tx—1))
ve P, = (z, f(xr)) noktalar: arasindaki uzaklik I, ise [ uzunlugu yaklagik olarak
I, sayilarinin toplamidir. Yani

IIZ

n
k=1
dir. Diger taraftan

= |PyPp_1]
V(e = zr-1)? + (f(2x) — f(wx-1))?

- \/1 ’ <w><x ~m)

[ () o

dir. f tiirevlenebilen bir fonksiyon oladugundan ortalama deger teoremi geregi

fox) = f(r-1)

Tk — Tk—1

Ix

= (=)
olacak sekilde bir z}, € (zg_1, ) noktas: vardir. Boylece

Iy =/ 1+ (f'(}))* Ay,
olup

= sz
= Z\/ (f'(}))* A

bulunur. Parcalanmanin sayisim maksAxy — 0 olacak gekilde artirirsak

/1 /
= makllAH;k —0 Z f Amk

olur ki bu esitligin sag tarafi bir belirli integraldir. O zaman

| = / "L+ (@) da

7

bulunur.



Ornek 226 o yaricapl cemberin uzunlugunu bulunuz.

Ornek 227 y =Inz — % egrisinin x = 2 ve x = 4 apsisli noktalar, arasin da
kalan par¢asinin uzunlugunu hesaplayiniz.

Ornek 228 y = ”1”—; + %, 1 < x <4 egri parcasinin vzunlugunu hesaplayiniz.

Uyar1 229 Eger egri parcasinan denklemi x = g(y), ¢ < y < d bigiminde ver-

ilmig ise, uzunlugu
¢ 2
[ i+ @wa
d 2
dz
= 1 — | d
/c " (dy> /
ile hesaplanar.

Ornek 230 y? = = paraboliiniin (0,0) ile (1,1) noktalar: arasinda kalan parcasmn
uzunlugunu bulunuz.

Uyar1 231 Uzunlugu bulunmak istenen egrinin parametrik denklemi

x = u(t)
{y’l)(t) 7t1§t§t2

biciminde ise
I, = |PpPr_1]

V(@k = 2e-1)? + (f (@) — fwr-1))?
V(Azi)? + (Ayg)?

_ AZkyo AUk,
= G s B
2 [ rda\?  [dy\?
I = i W\ gt
(& (&)

x = a(t —sint)
<t<
{ y = a(l — cost) 0sts2m

yazilabileceginden

seklinde hesaplanar.

Ornek 232

stkloid yayimain uzunlugunu bulunuz.

Ornek 233
0<t<2r

)

r=acos’t
y=asin®t

astroid egrisinin uzunlugunu bulunuz.
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3.4 Yiizey Alani1 Hesabi

Bu kesimde belirli integral yardimiyla donel cisimlerin yiizey alanlarinin hesa-
planmas iizerinde duracagiz. Bunun igin kesik konilerin yiizey alanindan yarar-
lanilacaktir. Taban yarigapi r, ana dogru uzunlugu [ olan bir koninin yanal
yiizey alani

_271'1" 2 9
S = 27Tl71'l =7rl br

dir. Buna gore alt taban yarigapi 71, iist taban yarigapi 7o ve anadogru uzunlugu

L olan kesik koninin ytiizey alani

S = 7T7“1(L + Ll) - 7T’I"2L1 bI‘2

olur. Diger taraftan

L L L
n_ftath 14—
) Ll Ll
den I
Li=—"
1T — T2
olup
L L
S = 7T’I"1(L+ "2 )—7'('7"2 "2
rr—T2 T —Tr2
2
rn —T2 r —T2
= 7L { r% — 7“% }
™ —T2 rn —T2
= 7(ri+mr)L
bulunur.
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Simdi f fonksiyonu [a,b] araliginda siirekli tiirevlenebilen pozitif bir bir
fonksiyon olmak iizere y = f(x) egrisinin x-ekseni etrafinda dondiiriilen cisim
C' ve yiizey alanin1 S olsun. [a,b] araligini

a=20 <11 < < Tp_1<xTp=>

ozelligine uygun noktalar ile n tane alt arahiga bolelim ve [xg_1,z)] araligim
goz oniine alalim. f nin bu arahiga kargilik gelen parcasimin z-ekseni etrafinda
dondiiriilmesi ile olusan yiizey bir kesik koniye benzerdir. Bu yiizeyin alani Sy

ise .
=3 s
k=1
olur. Dige taraftan

Sk

1%

w(ry1 +12)L
= 7 (F@n) + o)y (@r = 2er)? + (F@n) — flzn))®
f (o) — Flans)

2
= W(f(mk)+f($k1))\/1+ ( ) (T — Tp—1)

Tk — Tg—1
2

olur. f tiirevlenebilen bir fonksiyon oladugundan ortalama deger teoremi geregi

f(iUk) - f(l"kq)

Tk — Tk—1

= f'(x})

olacak sekilde bir ), € (xp_1,zr) noktas: vardir. Boylece

Sk 27 (f(wn) + flee—)) /1 + [ (2})]* Az,

olur. O zaman

S = Sk

M=

£
Il

1

m (f (i) + flwr-1) \/ 1+ (f'(2},)* Az

1

S

3

1%

=~
Il

Parcalanmanin sayisim maksAxy — 0 olacak sekilde artirirsak

n

5= makliAH;k—@ Z T (f($k) + f(xk_l)) L+ (f/(‘x;g))2A$k
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olur ki bu egitligin sag tarafi bir belirli integraldir. O zaman
S = or / f(= 2
/ d
= 27 / 1 + y

bulunur. Burada f nin negatif olabilecegi dikkate alinirsa yiizey alaninin

b
S=2r / @)1+ (@) de

ile hesaplanmas: gerektigi anlagilmaktadir.
Ornek 234 a yaricapl bir kiirenin yiizey alanim hesaplayinaz.

Ornek 235 y =23, 0 <z <1 egri parcasimn x-ekseni etrafinda dondirilmesi
ile olusan cismin yizey alaniny hesaplayiniz.

Ornek 236 y = 2z, 1 < x < 2 egri pargasinin x-ekseni etrafinda dondiirilmesi
ile olusan cismin yiizey alanini hesaplayiniz.

Uyar1 237 Eger egri par¢asiun denklemi x = g(y), ¢ < y < d bigiminde ver-
ilmis ise, bunun y-ekseni etrafinda dondirilmesi ile olusan yizeyin alany

d
S = o / )1+ (o' (4))%dy

2w/0d|g<y>u/1+ (;’”y”)dy

Ornek 238 y = m%, 0 <z < 8 egri par¢asiman y-ekseni etrafinda dondirilmesi
ile olugan cismin yiizey alanini hesaplayiniz.

ile hesaplanar.

Uyar1 239 y = f(z), a < & < b egri par¢asiman y = k dogrusu etrafinda
dondiirilmesi ile olugan yiizeyin alany ile y = f(x)—k, a < x < b egri parcasinn
y =0 (x-ekseni) etrafinda dondirilmesi ile olusan yizeyin alans egittir. Béylece
L (f(z)— k) = L f(z) oldugundan y = f(z), a < z < b egri parcasmmn y = k
dogrusu etrafinda dondiirilmesi ile olusan yizeyin alans

5 =2r / @) = b1+ (@)

olur.

Ornek 240 224+ (y—1)2 = 1 ¢emberininy = —1 dogrusu etrafinda déndiirilmesi
ile olusan yiizeyin alamint hesaplayiniz.
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4 GENELLESTIRILMIS INTEGRALLER

Hatirlanacag gibi f; f(z)dz belirli integralinin tanimli olmasi igin en azindan
agagidaki iki sartin saglanmasi gerekir. Birincisi [a, b] integrasyon araligi sonlu,
ikincisi f fonksiyonu [a,b] araliinda simirh olmalidir. Bu tip integrallere has
integral denir. Bu kesimde belirli integral kavramini, araligin sonsuz oldugu ve
f nin [a,b] tizerinde sonsuz siireksizligi (dolayisiyla sinirsiz) oldugu durumlara
genigletecegiz. Her iki durumda da integrale genellestirilmis integral (has ol-
mayan integral) adi verilir. Bu tiir integraller uygulamada siklikla kargimiza

cikar. Ornegin, fol \/1ELdz integrali aerodinamikte, [ e~ dz integrali ista-

tistikte, [~ Ae~"'dt integrali faiz hesaplamalarinda ve [~ 2'~'e~"dx integrali
ise (bu integrale bagh tamimlanan ' gama fonksiyonu) fiziksel uygulamalarda
kullanilmaktadir.

Genellestirilmis integraller ii¢ guruba ayrilir. Ornegin,

< dx 2 dx © dx
1 T ve g
o 1+z" Jo z—1 1 (2-2)
integraleri genellegtirilmis integralleredir, ancak herbiri farkli ¢zelliklere sahip-

tir. Birinci integralde integral araligi sonsuz, ikincisinde integrant sinirh degil,
iigiinciisiinde ise bu durumlarin her ikisi mevcuttur.

4.1 I. Tip Genellestirilmig Integraller (Sonsuz Araliklar)

y = %2 egrisinin altinda, z-ekseninin iistiinde ve x = 1 dogrusunun saginda

kalan sonsuz bolgeye S diyelim.

Bolgenin uzunlugu sonsuz oldugundan alaninin da sonsuz olacag: diisiiniilebilir.
Simdi bu alani hesaplayalim. S bélgesinin = ¢ (¢ > 1) nin solunda kalan

parcasimin alani
t
dx 1
A(t) = — =1—--
(t) / = :

dir. ¢ ne kadar biiyiik segilirse se¢ilsin A(¢) < 1 olduguna dikkat ediniz. Ayrica

lim A(t) =1

t—oo
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dir. Dolayisiyla S bolgesinin alani 1 br? olup
d td
/ S —im [ B =1
1 X t—oo 1 1‘2
yazilir.

Bu 6rnek te oldugu gibi, pozitif olmasi gerekmeyen f fonksiyonunun sonsuz
bir aralik iizerindeki integralini sonlu araliklar iizerindeki integrallerinin limiti
olarak tanimlariz.

Tanmim 241 Sonsuz bir aralik izerinde tanymly ssnarl fonksiyonlarin integraline
birinci tip genellestirilmig integral denir.

1. Eger f fonksiyonu [a,00) araliginda siirekli ise
0o b
/ f(@)dx = blim f(z)dx,

2. Eger f fonksiyonu (—oo,b] araliginda sirekli ise

b b
/7 f@)dx = lim flx)dx

a— —0o0
a

3. Eger f fonksiyonu (—o0,00) araliginda sirekli ise

/O:O flx)dz = /; f(z)dz + /:o f(a)dz

Herbir durumda limit sonlu ise genellegtirilmis integral yakinsaktir ve limit
degeri integralin degeridir. Eger limit yoksa genellestirilmis integral wraksaktur.

Eger f pozitif ise bu tanimdaki genellegtirilmis integraller alan olarak yo-
rumlanabilir.

Ornek 242 [ z4Jr1dac 7 a?eda, f_loo (Hd%)g, birer Ltip genellestirilmis
integraldirler.

. 0 dx . o . o
Ornek 243 f1 d integralinin yakinsak yada wraksak oldugu belirleyiniz.
x

/ /— lim [Inb—1nl] =
1 b—>oo b—>oo

oldugundan verilen integral 1raksaktir. Bunun anlami y = % egrisi altinda ©x =
1 dogrusunun sagnda kalan bélgenin alaninan sonsuz oldujudur. Ik ornekle
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kargilastirldiginda asagidaki durum ortaya ¢ikmaktadar.

y =25 (Alan sonlu ve 1 br?) L (Alan sonsuz)

<
|
\

Ornek 244 ffoo ze®dx integralini hesaplayiniz.

Ornek 245 ffooo 113;2 integralini hesaplayiniz.

Ornek 246 y = 1;—5” egrisi altinda © = 1 noktasinin saginda kalan alan sonlu
mudur? Sonlu ise degeri nedir?

y

04

0.2 /-\
+ } + } +—
L 4

X

Ornek 247 a > 0 olsun. Hangi p dejerleri igin faoo i—ﬁ integrali yakinsaktir?
Ornek 248 Hangi a degerleri icin floo a®dx integrali yakinsaktir?
Ornek 249 fooo cos xdx integrali yakinsak madur?

Ornek 250 Hangit degerleri igin [~ e~'"dx integrali yakinsaktur?

Ornek 251 fooo ze~" dx ve ffooo 2(512 integralleri yakinsak madir? Yakinsak

1se degeri nedir?

Ornek 252 y = ﬁ egrisi altinda © = 3 noktasinin saginda kalan alan sonlu
mudur? Sonlu ise degeri nedir?
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4.1.1 Yakinsaklik Testleri

Agagidaki testler integrasyon smirlarinin birinin co olmasi halinde verilmigtir.
Diger durumlarda benzer testler verilebilir.

Teorem 253 (Karsilagtirma Testi) x > a i¢in 0 < f(z) < g(x) olsun. Bu
durumda

o [ g(x)dx yakwmsak ise [ f(x)dx de yakinsakter.
o [ f(z)dz waksak ise [ g(x)dx de waksaktur.

Ornek 254 [° ef% integrali icin 0 < ezl+1 < L olup
* dx b da 1
/ — = lim —=lim(l-+)=1
o €¥ b—oo Jo € b—c0 e
oldugundan karsilastirma testine gore fooo efil integrali yakinsaktr.

Ornek 255 foo d—w integralinde x > 2 i¢in 0 < £ < L olup

T — In
/ / — = lim (lnb—1n2) =
9 baoo b—oo
dz

oldugundan karsilastirma testine gore f2 =2 integrali wraksaktur.

Teorem 256 (Limit Testi) lim, .o ¥ f(z) = v olsun. O zaman [ f(z)dz
integrali

e p > 1 vey sonlu ise yakinsaktur.
o p <1 ve~vy#0 ise waksaktur.

Ornek 257 fo dx integrali verilsin.

4x 4+25
2
1
Jim #*f(z) = lim 2* %fcﬁ =1

olup p=2 vey= % oldugundan fo dx integrali yakinsaktur.

4w4+20

Ornek 258 [ == da integrali verilsin.

lim zf(z) = lim z? <

T—00 T—00 VvVt 4+ 2 +1
olup p=1 ve v =1 oldugundan fooo ﬁdx integrali wraksaktur.

Ornek 259 2 = 1 dogrusunun sagnda, y = ; egrisinin altinda ve x-eksenin
tstiinde kalan bélge R olsun.

e R nin alant nedir?
e R nin x-ekseni etrafinda dondirilmesi ile olusan cismin hacmi nedir?

e R nin x-ekseni etrafinda dondiirilmesi ile olusan cismin yiizey alant nedir?
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4.2 II. Tip Genellestirilmis Integraller (Smurli Olmayan
Fonksiyonlar)

Birinci bolgede y = % egrisi altnda x = 0 dan = = 1 e kadar olan bolgeyi

diistinelim. Oncelikle a dan 1 e kadar olan kismin alanini bulalim.

F + + T + H-—
-1 J. 1 2
X

L dx
H 99
L vz lTWe

olur. Sonra a — 07 iken bu alanin limitini hesaplayalim.

1
im [ o

a—0t+ [, \/E

olur. O halde egri altinda 0 dan 1 e kadar olan alan sonludur ve agagidaki gibi
tanimlanir.

= lim — =2

Oﬁ a_’0+a\/5

Bu 6rnek te oldugu gibi, sonlu bir aralikta pozitif olmasi gerekmeyen sinirsiz
bir f fonksiyonunun aralik iizerindeki integralini sinirli oldugu aralik tizerindeki
integrallerinin limiti olarak tanimlariz.

Tanim 260 Sonlu bir aralikta bir noktada sinarsiz olan fonksiyonun integraline
11 tip genellestirilmis integral denir.

1. Eger f fonksiyonu (a,b] aralinda siirekli ve a da siireksizse

[t = s [ o

t—at t

2. Eger f fonksiyonu [a,b) araliginda siirekli ve b de siireksizse
t
/ fl@)dx = lirgl f(x)dx
t—b= J,
3. Eger [ fonksiyonu a < ¢ < b olmak tzere ¢ noktasi, hari¢ [a,b] aralbginda

stirekli ise . . .
[ o= [ f@ds s [ fa)ds
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Herbir durumda limit sonlu ise genellestirilmis integral yakinsaktir ve limat
degeri integralin degeridir. Eger limit yoksa genellestirilmis integral wraksaktar.

Ornek 261 In ;md fl o= I)a, f o= 2)(w+1 >dx integralleri birer II. tip genellestir-

ilmis integraldirler. Ancak f02 %dm bir genellestirilmis integral degildir (Ne-
den?).

Ornek 262 f; integralinin yakinsak olup olmadigim arastiriniz.

dx
Vo —2

5
dx

i = 1i 2 -2 -2 =2

/ r_ =lm | = tirgl+[\/§ VE—2]=2V3

oldugundan verilen integral yakinsaktur ve dejeride 2v/3 diir.
. 3 dx . L. o
Ornek 263 fo po— integralinin yakinsak olup olmadigine aragtiriniz.
T —
/3 dz _/1 dz +/3 dz
0 xr — 1 o 0 X — 1 1 T — 1

yazihr. Burada sagdaki integrallerin her ikiside yakinsaksa verilen integral yakin-
sak olur. Birinin wraksak olmasi halinde verilen integral 1raksaktir. O zaman

1 ¢
d d
/ T~ lim T~ lim Injt—1]—Inl] = —
0 1 t—1—

r—1 t-1-J) x—

oldugundan verilen integral wraksaktur.

Uyar1 264 Bu érnekte x = 1 noktasine farketmeden hareket etseydik

3
d
/ v =lIn|z -1
0 r—1

seklinde hataly bir hesap yapardik.

3
=1In2
0

. d
Ornek 265 fos 72)2 integralinin yakinsak olup olmadigine arastiriniz.
3

Ornek 266 fog sec xdx integralinin yakinsak olup olmadiginy aragtiriniz.
Ornek 267 fol In xdx integralinin yakinsak olup olmadigine aragtirinz.

Ornek 268 Hangi p degerleri icin f; (mfii)p integrali yakinsaktar.
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4.2.1 Yakinsaklik Testleri

Agagidaki testler f fonksiyonunu [a,b] araliginda sadece x = a noktasinda
sinirsiz oldugu hal i¢in verilmigtir. Diger durumlar igin benzer sonuglar elde

edilebilir.

Teorem 269 (Karsilagtirma Testi) a < x < b i¢in 0 < f(x) < g(x) olsun.
Bu durumda

o fabg(as)dm yakinsak ise fab f(z)dx de yakinsaktor.

. f;} f(x)dz wraksak ise fab g(x)dx de wraksaktar.

Ornek 270 ff \/jfi_l integrali verilsin. x > 1 i¢in 0 < \/ﬁ < \/% olup

C_de i [ lim (4 —2v7—1) =4
—— =11 —— =11 — — =
1 V=1 t=1+ ), Jr—1 t—1t

dz
Vzi—1

oldugundan karsilagtirma testine gore fls integrali yakinsaktar.

Ornek 271 f36 (l_lﬁg’)él dx integrali verilsin. x > 3 i¢in 0 < ﬁ < Az olup

(z—3)%
/6 dx lim /6 dx lim 1
B S -
3 (x—=3)* =3t ), (x—3)* =3+ \ 3(z-—3)3

oldugundan karsilastirma testine gore fSG (_rlﬂ?”f)zl dx integrali wraksaktar.

6
= 0

t

Teorem 272 (Limit Testi) lim,_ .+ (x—a)? f(x) = v olsun. O zaman f; f(z)dz
integrali

e p <1 ve~ sonlu ise yakinsaktur.

e p>1 very#0 ise waksaktur.

Ornek 273 f15 \/%dm integrali verilsin.

lim (z—1)7f(z) = lim (¢ —1)? ———— = =

rz—1+ z—1+ x4 —1 2

olup p =1 ve v =1 oldugundan f15 \/%dx integrali yakinsaktr.
Ornek 274 f[f mdx integrali verilsin.

. . 1 V10
I@;_@—sc)f(x)=wlgg_(3—x)(37$) 21 10

olupp=1wve~= 1£00 # 0 oldugundan f03 mdx integrali wraksaktur.
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4.3 Ek Sorular

Ornek 275 Asagidaki integrallerin bir genellestirilmis integral olup olmadigina
belirleyiniz. Integrallerin yakinsak olup olmadigina arastirimiz. Yakimsak olan-
larin (mimkiinse) degerini bulunuz.

o dx

® J1 3

oo —x
° fO e *sinxdzr

° 1 gz

0 zx
. fo %}T‘%dw
o Jo 7
N
® ooomd%

Ornek 276 a nin hangi degeri veya degerleri icin

/°° _ar 1Y
1 .CC2+1 2x

integrali yakinsaktir. Kargilik gelen integral(ler)i hesaplayiniz.

Ornek 277 Her x > 0 i¢in G(z) = J S em"tdt olsun. xG(x) = 1 oldugunu
gosteriniz.

Ornek 278 Birinci bilgede koordinat eksenleri ve y = —1Inx egrisi arasinda
kalan sonsuz bolge bir cisim olusturmak icin x-ekseni etrafinda dondiriliyor.
Olusan cismin hacmini bulunuz.

Ornek 279 Asagidaki integralleri hesaplayiniz.

1 d=z
b ffl r2/3

i fO 1 xz
o f2oo v22—vdv
b f—oo z2+1 dx

° fo zii

oo dx
® fO (z2+1)(1+arctan )

. f?oo e 17l dy
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° fol z1n zdx

of_ (w2+43/2dx
® fo \/‘%ds

o I e

o fol(—lnx)dx

o T eda

o [ tetdt

o [ e "sinzd
. ffmeﬁ:ostdx
* fo I+e @

.fl II2

1 dz
* f—l Vi—z?

Ornek 280 Asagidaki integrallerin yakinsak olup olmadigina testleri kullanarak
belirleyeniz.

o [,% tan6df

sin x dm

® fo Va-z
. féﬂa:_?e_l/zdx

o JE s

* fo f—l—smw

o fo 2 (Ipucu: t > 0 igin t > sint)
o [1 In|z|da

o gty

X 1+4sinz
o [TEEntdy

o f—oo eT+e x

T sinz
° fo dx

14cosx
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° f cos T
0 Vi— smac

* fol [ﬁ + \/11—7 ] dx
Ornek 281 [—2,1] arabge tzerinde y = \/;ﬁ ve y = 0 wn grafikleri ile sinur-
lanan bélgeyi goz oniine alalim.

e Bdélgenin sonlu alana sahip oldugunu gésteriniz.

e Bolgenin x-ekseni etrafinda dondirilmesiyle meydana gelen donel cismin
sonsuz hacme sahip oldugunu gésteriniz.

Ornek 282 f ve g nin siirekli oldugunu ve x > a i¢in 0 < f(z) < g(z) oldugunu
kabul edelim. FEger foog )dx yakinsak ise bu durumda foo f(z)dx de yakin-
saktir. Eger faoo f(z)dz zmksak ise f x)dx de waksaktr. Agagzda verilen

integrallerin yakinsak veya wraksak olup olmadzgzm gostermek i¢in bu sonucu
kullaniniz.

00 sin? x
h fl x2 dx

o0 dx
® 0 x+e®
o dx

b 2 z3+4

° fooo e~ dx

o'} 1+e*2w
1 VT dzx

. floo e’

Ornek 283 y = @+’ y = =@V’ ye 2 = 1 arasinda kalan bolge v = —1
dogrusu etrafinda dondiiriliyor. FElde edilen cismin hacmini bulunuz.

Ornek 284 y = 6362, y= e~ ve y-ekseni arasinda kalan bilge y-ekseni etrafinda
dondiiriliyor. FElde edilen cismin hacmini bulunuz.

Ornek 285 y = 2° + z ile y = ° + 22 arasinda kalan bilge y-ekseni etrafinda
dondiiriliyor. Elde edilen cismin hacmini bulunuz.

Ornek 286 Asagidaki integrallerin karakterlerini arastvrinaz.

ICOS(L’
* fo Vatdz?4a+1 dz

° f4 dz
0 Var-dviz

° fo z :c+1
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. f % dx
0 /sinzv/cos 2z

o e da

) e
o [° ﬁ;e_ﬁ)d@"

o [ mnemde

dx

3
* fl Vz—1(z—3)2/3

‘fzoo\ﬁy%

Ornek 287 f > Qﬁ“i’ integralinin waksak odugunu ve dolayiswyla [~ OOOO zg"fi mn-

tegralinin de wraksak oldugunu gdsteriniz. Sonra

b
lim / Lfdw —0
b—o00o 7b$ +1

oldugunu gosteriniz.

Ornek 288 Birinci bilgede y = e~* ile x-ekseni arasinda kalan bélgenin
e alanine bulunuz
e y-ekseni etrafinda dondirilmesi ile olusan cismin hacmini bulunuz
o x-ckseni etrafinda dondirilmesi ile olugan cismin hacmini bulunuz

Ornek 289 y = secz ve y = tanz arasinda = 0 dan © = 5 ye kadar olan
bolgenin

e alanine bulunuz
e x-ekseni etrafinda dondiirilmesi ile olusan cismin hacmini bulunuz

Ornek 290 Asagidaki integralleri yakinsak yapan C sabitini bulunuz. Bu C
sabiti i¢in integralleri hesaplayiniz.

* Jo (7\/;-5—4 - z+2) dx
b fO (mz+1 - 3x+1) dx

Ornek 291 f x)| dx yakinswyorsa f f(z dx integraline mutlak yakmsak—
tur denir. Eger fa f )dx yakinsak fakat [7°|f(x)|dw waksak ise [ f(x
integraline sarth yakmsakt@r denir. fooo P da: integralinin mutlak yakmsak
oldugunu gosteriniz.
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Ornek 292 fooo %dm integralinin yakinsak oldugunu gésteriniz.
Ornek 293 fooo e dx integralinin yakinsak oldugunu gosteriniz.
Ornek 294 fooo %dm integralinin yakinsak oldugunu gésteriniz.

Ornek 295 fooo z" le~?dx integrali n > 0 icin yakinsak n < 0 icin waksakter,
gostriniz.

Ornek 296 fog In(sinx)dz = —3mIn2 egitliginin saglandigine gdstriniz.

4.4 Bir Ozel Genellestirilmis Integral (Gama Fonksiyonu)

fooo e~“dt birinci tip genellegtirilmis integralini goz ¢niine alalim. Bu integral

u > 0 i¢in yakinsak olup degeri % dur. Yani u > 0 i¢in

e 1
/ e Ut = =
0 u

dur. Bu esitligin her iki yaninin v ya gore tiiretilmesi ile

o0 1
/ te ¥t = =

0 u
/ OOth*"tdt _ 2
0 u3
/ Oot3e_"tdt _ 3
0 ut
[rea -
0 un+1

elde edilir. Bu son ifade de v = 1 alinirsa

o0
/ the~tdt = n!
0

elde edilir. Burada n degeri pozitif tam say1 olarak alinmigtir. Bununla birlikte
n nin herhangi bir reel say1 (n > —1) olmasi halinde de sag taraftaki integral
tanmimlidir. O halde z > —1 igin

oo
x!:/ tTe~tdt
0

yazilabilir. Buradan 0! = fooo e~tdt = 1 bulunur. Bu durum 0! in neden 1 olarak
tanimlanmas1 gerektigini agiklar.
Buradaki genellegtirilmis integral yardimiyla



seklinde tanimlanan fonksiyona gama fonksiyonu (genellegtirilmis faktoriyel fonksiy-
onu) denir. Bu fonksiyon (gimdilik) « > 0 igin tanimhdir.

n bir pozitif tam say1 olmak iizere n! = n(n — 1)! egitliginin saglandigim
biliyoruz. Buradan n bir pozitif tam say1 ise

I'n+1)=n!=n(n—- 1) =nl(n)

olur. Buna gore

r(1) = o0=1
re = 1=1
ri) = 20=2

dir. Simdi z > 0 olsun. O zaman (kismi integrasyon iglemi ile)

) b
Iz+1) = / tYe"tdt = lim [ t"e 'dt
0

b—oo Jq

b
= lim (—tze_t‘g—k/ a:tm_le_tdt>
b—oo 0
b
= lim —bxe_b—&—x/ t*letdt
b—oo 0

b
= z lim t*letdt
b—oo J

= zl'(x)

bulunur. Bu 6zellik yardimiyla I'" fonksiyonunun herhangi iki tam say1 arasin-
daki degerlerine karsilik gelen sonuclarinin bilinmesi halinde diger araliklardaki
fonksiyon degerleri kolayca hesaplanabilir. Ornegin,

) 3.3 31 1 3.1
Q) =3r) =221 =3r)
dir. Yani F(%) nin bilinmesi halinde %, %, - noktalarimin I" fonksiyonu altin-

daki goriintiileri bulunabilir.

2
..
2

Ornek 297 fooo e~ dgy = @ oldugu bilindigine gére T'() yi hesaplayinz. t =

x? dniisiimii ile
1 o0
=) = / tretdt
2 0

o0 2
= / e ™ 2udx
0

o0 2
= 2/ e " dx
0

SN
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bulunur. Buna gore I'(3) = 1I'(3) = @ ve I'(5) = % olur.

Ornek 298 F(g) >~ 0.9 ise fooo zte=" dx integralini yaklasik olarak hesaplayiniz.
23 =t denirse x = t3 olup dx = %tfgdt olur. O zaman

o 3 R 1 _»
/ zle™dx = / t3e -t adt
0 0 3
1 [ 2
= 7/ t3etdt
3Jo
1_.5
= =I'(z)=0.3
oo 1 o 113 . .o .
Ornek 299 fo T (ln ;) dx integralini hesaplayimiz. y = —Inx denirse x =
e Y olup dx = —e Ydy olur. O zaman

1 1 3 o0
/ z? <ln > dx / e~ Wyde Vdy
0 T 0
/ y3673ydy
0

1 [~
= - Zeta
3/0 27°¢

1 o0
= — t3etdt
st ), '€
1 3! 2
= g WegTx

Ornek 300 (%)' nedir? Hesaplayiniz.
Ornek 301 Gama fonksiyonu yardimwyla asafidaki integralleri hesaplayimaz.
° fooo z3e™?dr =6

oo 6 ,—2x __ 45
o [ abedr =5

° OOO \/Eefmsdx = %\/77'

b fol \/% =T
o [° Yre Vidx
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5 DIZILER VE SERILER
5.1 Diziler

Tamim 302 Tamwm kiimesi pozitif tam sayilar kiimesi olan her fonksiyona bir
dizi denir. Deger kiimesi reel sayilar kiimesi ise diziye reel terimli dizi ady verilir.

Ornegin n bir pozitif tam say1 ise f(n) = n? 4+ n bir reel terimli dizidir.
Aligilagelmis f(n) gosterimi yerine bir dizi genelikle (a,,) (veya (a,)$°, {an}, {an}5°)
biciminde gosterilir. n tam sayisma a,, teriminin indisi denir. Indis yerine deger-
ler konularak dizinin terimleri elde edilir. a; birinci terim, as ikinci terim, ...
an m-inci terimdir. a, m-inci terimine dizinin genel terimi denir. Genel ter-
imi a, olan dizi (a,) ile gosterilir. Ornegin (47) dizisi denilince terimleri
%, %, %, coomigs - olan dizi anlagihr.  Genel terimi a, olan dizi (an) bimimde
gosterilebilecegi gibi terimleri listelemek ile (a1, ag, ..., an, ...) biciminde de gos-
terilebilir. Bazi durumlarda dizinin ilk terimi olarak a¢ alimir ve bu durumda
dizi ag,ay,...ay,, ... olur.

Ornek 303 (5), ((-1)"), (1 + 2)) dizilerinin ik ti¢ terimini yazimz.

Reel terimli diziler reel eksende noktalar olarak ifede edilebilecegi gibi dii-
zlemde noktalar olarakta ifade edilebilir.

Ornek 304 (%) dizisinin terimlerini reel eksende ve diizlemde gdsteriniz.

Bazen bir dizinin indisi olan n sayisi biiyiidiikge dizinin terimleri belli bir
degere yaklagir. Ornegin

11 1
1, ===,
I
dizisinde n biiyiidiitkge terimler 0 a yaklagirken
12 1
0,=, =, .., 1 — — ...
( 2°3 n )

dizisinde terimler 1 e yaklagir. Diger taraftan
(V1,v2,V3,..,v/n, ...

dizisinde n indisi biiyiidiikge terimler verilen her sayidan biiyiik olurken

(1,1, -1, ., (—1)",...)

dizisinde terimler —1 ile 1 olarak degismektedir ve tek bir degere yakinsamazlar.
Dizilerin yakinsamasi ile ilgili genel kural agagidaki tanim ile verilmigtir.

Tanim 305 (a,) reel terimli bir dizi ve L bir reel says olsun. Verilen her e > 0
sayist igin n > ng oldugunda |a, — L| < & dzelligini saglayan bir ng tam sayis
bulunabiliyorsa (ay) dizisi L ye yakinsaktir denir. L saysina da (ay,) dizisinin
limiti denir. Bu durum

lim a, = L veya a,, — L

n—oo

bigiminde gésterilir. lim,,_, o a, mevcut degil ise (a,) dizisine waksaktur denir.
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Bu tamimin temelde soyledigi sey sudur: L sayisinin herbir komsulugu, (a,)
dizisinin sonlu sayidaki terimleri harig diger tiim terimlerini igeriyorsa (a,,) dizisi
L sayisina yakinsiyor denir. Bilindigi gibi L sayisinin e-komsgulugu

{reR:|z—L|<e}=(L—-¢,L+¢)
kiimesidir.

Ornek 306 <f) dizisinin 0 a yakinsak oldugunu gésteriniz. 0 in ,O -komsulugunun
disinda kag terimi vardwr?

Dizinin terimleri stralandiginda 1, %, %, %, %, ... biciminde oldugu gérilmek-
tedir ve sezgisel olarak n indisi sinirsiz arttiginda terimlerin O limitine yaklastign
gorilir. Yakinsaklgr gostermek icin € > 0 sayise verilsin. Dizinin terimleri
pozitif oldugundan |a, — 0| < € ifadesi ﬁ < e geklini alwr ki buradan n > g%
olur. Boylece ng sayist olarak 6% ye egit veya daha biyik olan pozitif tam saye
secilmelidir.

Ornef]m €=
2500 oldugunda

% verildiginde ng > 2500 alinmalidir. Bu durumda n > ng >

1 1 1
I

S v

bulunur. Yani dizinin 2500 tane terimi 0 n %—komguluf]unun digindadur.

lan — 0] =

Eger n — oo i¢in a, smirsiz olarak artiyor veya azaliyor ise (a,) dizisi
wraksaktir ve bu durum

lim a, = oo veya lim a, = —c0

n—oo n—oo
bi¢iminde gosterilir. Birincisine sonsuza iraksama, ikincisine eksi sonsuza irak-
sama denir. Bunlarin diginda lim,,_, a,, limit var olmadiginda da dizi iraksak-
tir. Ornegin lim,, o (—1)" ve lim,, ., sinn limitleri mevcut degildir.

Diziler 6zel fonksiyonlar olduklarindan fonksiyonlar icin gecerli olan limit
alma kurallar diziler i¢inde gegerlidir. Bir dizinin limiti hesaplanirken o dizide
n yerine z konup & — oo igin limit alinabilir. Buna gore a,, = f(n) genel terimli
dizi igin

lim a, = lim f(z)

n—oo xr— 00

yazilabilir. Bu durumda L’Hopital kurali da kullanilabilir. Bu bilgiler net-
icesinde agagidaki teoremin ispati agiktir.

Teorem 307 (a,) ve (b,) yakinsak reel sayr dizileri igin lim, .o a, = L1 ve
lim,, 00 by = Lo olsun. O zaman k bir sabit sayr olmak iizere asagidaki esitlikler
saglanar.

o lim, ..o k=k

L] lim,,b_,oo kan = ]{}Ll

97



e lim, ,o(an £b,) =Ly £ Lo
L hmnaoo(anbn) =L1Ly

o lim, . %: = %7 (L2 7é 0)

Ornek 308 ((n + 1)%> dizisinin limiting bulunuz.

fla) = (@ + 1)% diyelim. limy_o f(z) limiti o belirsizligine sahiptir. O
zaman
| 1 1
Izl 21

xr— 00

lim In f(z) = lim

xr—00 Tr— 00

]

oldugundan
olur. Béylece

bulunur.
Ornek 309 (w"TH) ve ((Z—ﬂ)") dizilerinin limitlerini bulunuz.
Teorem 310 |r| <1 ise lim, oo 7™ =0 dir.

Ornek 311 (), (), (57" dizilerinin limitleri 0 dur.
Teorem 312 (Diziler i¢in Sikigtirma Teoremi) (ay,), (by,) ve (¢c,,) reel say
dizileri olsunlar. Eger belli bir ng sayisindan biytk bitin n ler i¢in

an < b, <cp

esitsizligi saglaniyor ve
lim a, = lim ¢, =L
n—oo n—oo
1se
lim b, =L
n—oo
dir.
n

Ornek 313 (%) ve (%) dizilerinin limitleri i¢in sikistirma teoremi kul-

lanalabilir.

Ornek 314 (|a,|) dizisi 0 a yakmsak ise (ay,) dizisi de 0 a yakinsar.
Ornek 315 (%) dizisinin limitini hesaplayiniz.

n — 00 igin 2" — oo ve n! — oo oldugundan verilen dizinin yakinsakhg
veya wraksakhigr hemen belli degildir. Ustelik lim,,_ oo 2 limiti = belirsizligine

n!
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sahip olmasina ragmen n! nedeni ile L’Hopital kuralimida kullanamayiz. An-
cak dizinin genel terimi tzerinde bir cebirsel islem yaparak sikistirma teoremini
kullanabiliriz.

n tane
—
2n222.2 222 2
nl 123.n 1237n
22 2 2\""% 9 /2\"
< 21—-=..=-=2{= e
33 3 3 2\3
bulunur. O zaman sikigtirma teoreminde a,, = 0, b, = % ve ¢ = %(%)”
alimirsa

lim a, = lim ¢, =0
n—oo n—oo

oldugundan lim,, _, %L =0 bulunur.

Ornek 316 (Sikga raslanan limitler) Asagidaki alty dizi kargilarinda yazil
limitlere yakinsar.

o lim, .o 22 =0

lim, .0 ¥Yn=1

limy, oorn =1 (r>0)

lim, oo™ =0 (Jr] < 1)

limp, oo (1 + Z)" =€" (her r igin)
o lim, . % =0 (herr igin)

Ornek 317 (indirgemeli diziler) Bir dizi, énce birinci terimi (veya terim-
lerinden birinin degeri) verilip, sonraki terimlerin onceki terimler cinsinden
ifade edilmesi ile de tanimlanabilir. Bu tir dizilere indirgemeli veya tekrarlamal
diziler denir.

o (ay) dizisi, a1 = 2 ve n > 1 i¢in apt1 = 3a, + 4 indirgeme formaili ile
tanimlansin. Dizinin dordinci terimi kagtr.

e (ay) dizisi, a1 = 1 ve n > 1 igin a, = na,—1 indirgeme formili ile
tanwmlansin. Dizinin dordinci terimi kactir. a, = n! olduguna dikkat
ediniz.

o (a,) dizisi, a1 = 1, ag = 1 ve n > 2 i¢in apy1 = ap + ap_1 indirgeme
formiilii ile tansmlansin. Bu gekilde tanimlb (ay,) dizisine Fibonacci Dizisi
denir ve dizinin terimlerine de Fibonacci Sayilary adv verilir.
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5.2 Monoton ve Simmirlh Diziler

Onceki kesimde lim,,_, o a,, limiti bulunarak (ay,) dizisinin yakinsaklhig: aragtirilmigtar.
Ancak her zaman bu limiti hesaplamak miimkiin olmayabilir. Ornegin genel ter-
imi
:1—}—1-1-1-%— +1—1nn
G, 5 Tgt-to
dizinin yakinsayip yakinsamadigi bahsi gecen limit dikkate alinarak bulunamasz.
Bu kesimde (a,,) dizisinin limiti bulunmadan yakinsakligi hakkinda karar vere-

bilecegimiz 6nemli bir sonucu verecegiz.

Tanmm 318 (Monoton dizi) (a,) reel terimli bir dizi olsun. Eger hern pozitif
tam sayist i¢in

® a,41 > ay ise (ay) dizisi artan,

® any1 < ay ise (an) dizisi azalan,

(an)
(an)
® ani1 > ay ise (ay) dizisi azalmayan,
(an)

® a1 < ay, ise (a,) dizisi artmayandar.
Yukaridaki tiplerden herhangi birini saglayan diziye monoton dizi denir.

Uyar1 319 Bir dizinin monotonluk durumu arastirilirken an+1 — a, farkina
veya “2 oramina bakilabilecegi gibi, mimkinse f(n) = an ile verilen f(x)
fonksiyonunun tirevinin isareti de incelenebilir

Ornek 320 Genel terimleri verilen dizilerin monoton olup olmadigvna arasturiniz.

® an, =T
oan:nLJrl
can=Z
o 4, = CW
® ay, =25

o a, = %

Tanim 321 (Swuurh dizi) (a,) reel terimli bir dizi olsun.

e Eger her n pozitif tam sayst icin a, < M olacak sekilde bir M reel sayist
varsa (an,) dizisine dstten sinirlidir denir.

e Eger her n pozitif tam sayst i¢in a, > m olacak sekilde bir m reel sayisi
varsa (a,) dizisine alttan siarlder denir.

o Dizi hem alttan hem dstten swnarl ise diziye svnarly dizi denir.
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Ornek 322 Genel terimleri verilen dizilerin sinarl olup olmadigina arastiriniz.

e a,=n
oan:nL_H
¢ a, =72
.an:(—i)"
® a, =295
oan:eﬂn
o an =

Uyar1 323 Yakinsak her dizi ssnarlidar. (ay,) reel terimli dizisi L sagisina yakin-
sak olsun. O zaman n > ng oldugunda |a, — L| < 1 olacak bi¢imde bir ng sayis
vardir. Bu durumda her n > ng i¢cin L — 1 < a, < L+ 1 olur. O zaman
m =min{L — 1, a1, az, ..., an, } ve M = max{L + 1,a1,az,...,an,} dersek hern
pozitif tam sayist i¢in m < a, < M olur. Yani dizi sinarlidor.

Uyar1 324 Surh bir dizi yakinsak olmayabilir. Ornegin (ay,) = ((=1)") dizisi
swmarhider fakat yakinsak degildir. Monoton bir dizi de yakinsak olmayabilir.
Ornegin (a,) = (n) dizisi monotondur fakat yakinsak degildir. Swnwrl bir dizi
monoton ve monoton bir dizi de sinwrly olmayabilir. (Bu uyaridaki iki ornek
bunun i¢in kullanilabilir)

Teorem 325 Bir (a,,) dizisi hem sinirly hem de monoton ise yakinsaktor.

Ispat. Terimleri azalmayan diziler igin ispat yapalim. (a,) sinirh oldugundan
her n pozitif tam sayis1 i¢in m < a,, < M olacak sekilde m ve M sayilar1 vardir.
Bu ise disinin terimlerinin kiimesi olan S = {a1, ag,...ay, ...} kiimesinin iistten
sinirh oldugunu soyler. O zaman bu kiimenin L gibi bir en kiigiik iist sinir1
vardir. Verilen € > 0 i¢in L — e < L olup L — ¢ sayis1 S kiimesinin {ist sinir1
degildir. Boylece a,, > L—e¢ olacak bigimde bir ng sayisi vardir. (a,) azalmayan
oldugundan
L75<an0 Slpgt1 < o0 <L<L+e¢

olur. Buradan her n > ng i¢in |a,, — L| < € elde edilir ki bu lim,, oo a, = L
demektir. m

Ornek 326 Genel terimi asagida verilen dizilerin yakinsak oldugunu gosteriniz.

n
[ ] an:

n+1

_ 2"

® an = 571
n

® an = ow

101



_ 2n+1
n+1

_ 1.35.2n—1) sany1 __ 2n+1
® An = 516 (2n) ( an = nta <1lwel<an< 1

° an:niﬂ+%+2+-~-+% (an+1—an>0ve%§an<l)
Ornek 327 a; = V2 ven > 1 ¢ ant1 = V2 + a, indirgeme bagintist ile
tanamly (ay,) dizisinin yakinsak oldugunu gésterip limitini bulunuz. (0 < a, < 2

Ve py1 — ap >0 dir.)

Ornek 328 ap=1ven>1icina,1 = %an+6 indirgeme bagintist ile tanamla
(an) dizisinin yakinsak oldugunu gésterip limitini bulunuz.

5.3 Ek Sorular
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