
Part I

MATEMAT·IK-2 (DERS)

1 ·INTEGRAL

1.1 Fonksiyonun ·Ilkeli

Dünyadaki baz¬olaylar¬n matematiksel modelleri genellikle bilinmeyen fonksiy-
onlar¬n türevlerini içeren denklemlerdir. Örne¼gin, do¼gum ve ölüm oranlar¬
sabit iken nüfus ile nüfustaki de¼gi̧sim oran¬ do¼gru orant¬l¬d¬r. Yani P nüfus,
dP
dt de nüfusdaki de¼gi̧sim oran¬ ise dP

dt = kP (k sabit) olur. Yine Newton�un
so¼guma yasas¬na göre T s¬cakl¬¼g¬na sahip bir cismin s¬cakl¬k de¼gi̧sim oran¬, cismi
çevreleyen ortam¬n s¬cakl¬¼g¬ ve T aras¬ndaki fark ile do¼gru orant¬l¬d¬r. Yani
dT
dt = k(A � T ) dir. Burada k sabit A ise cismi çevreleyen ortam¬n s¬cakl¬¼g¬d¬r
ki genelde sabit kabul edilir. Bu tip matematiksel modellere diferensiyel den-
klemler ad¬verilir. En basit tipteki diferensiyel denklem, f bilinen fonksiyon y
ise x�e ba¼gl¬bilinmeyen fonksiyon olmak üzere dy

dx = f(x) biçimindedir. Böyle
bir denklemden y yi bulma i̧slemi asl¬nda türevi belli olan fonksiyonu bulma
i̧slemidir. Bir fonksiyonu türevinden bulma i̧slemi diferensiyellemenin tersidir
ve ters diferensiyelleme olarak adland¬r¬l¬r. Türevi f(x) olan fonksiyon F (x)
ise yani F 0(x) = f(x) ise F ye f nin ters türevi veya ilkeli denir. Türev ile
ters türev aras¬ndaki ili̧ski dikkate al¬nacak olursa pek çok özel fonksiyonun ters
türevini bulabiliriz. Örne¼gin

Fonksiyon ·Ilkel
f(x) F (x)

1 x
2x x2

cosx sinx
1
x lnx

Bir fonksiyon e¼ger varsa sadece bir tek türeve sahip oldu¼gu halde, e¼ger varsa
pek çok ilkele sahiptir. Örne¼gin f(x) = 3x2 fonksiyonu için G(x) = x3, H(x) =
x3 + 1, K(x) = x3 � 7, � � � , birer ilkeldirler. Asl¬nda C sabit olmak üzere
F (x) = x3 + C bu fonksiyonun ilkelidir.

Teorem 1 E¼ger I aç¬k aral¬¼g¬ndaki her bir x noktas¬nda F 0(x) = f(x) ise f
nin I üzerindeki her bir G ilkeli G(x) = F (x) + C (C sabit) biçimindedir.

Bu teoremden de anlaş¬laca¼g¬gibi bir fonksiyonun iki ilkeli aras¬ndaki fark
sabittir. Böylece, bir fonksiyonun ilkellerinin gra�kleri birbirlerinin düşey ötelemeleridir.

Örnek 2 f(x) = 3x2 fonksinunun ilkelleri F (x) = x3 + C biçimindedir ve
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bunlar¬n gra�kleri aşa¼g¬daki gibidir.

­2 ­1 1 2

­4

­2

2

4

x

y

f fonksiyonunun bir özel ters türevi, C ye belirli bir de¼ger atanarak bulun-
abilir. Örne¼gin f(x) = 3x2 nin F (1) = �1 eşitli¼gini sa¼glayan bir ters türevini
bulmak istersek F (x) = x3 + C en genel tes türevinde F (1) = �1 eşitli¼gini
sa¼glayan C de¼gerini buluruz ki bu C = �2 dir. Böylece istene iskel F (x) = x3�2
olur.
Bir fonksiyonun türevi için çeşitli gösterimler kullan¬lm¬̧st¬r. Bunlardan biri

de diferensiyel operatör denilen D operatörüdür. Yani F 0(x) = f(x) eşitli¼gi
DF (x) = f(x) biçimindede gösterilebilir. Buna göre f fonksiyonunun en genel
ters türevi için D�1f(x) = F (x) + C gösterimini kullanabiliriz. D�1 e ters
diferensiyel operatör denir ve D lineer oldu¼gundan D�1 de lineerdir. Yani f ve
g fonksiyonlar¬n¬n ters türevleri F ve G ise a ve b sabit olmak üzere af + bg nin
en genel ters türevi aF + bG+ C biçimindedir.

Örnek 3 f(x) = 4x3+ 1
x+3 cosx fonksiyonunun en genel ters türevi yukar¬daki

düşünce ile bulunabilir.

·Ileri kesimlerde integral ile ters türev aras¬nda bir ili̧ski kuraca¼g¬z ve integral
hesaplamalar¬nda ters türevden s¬kça yararlanaca¼g¬z.

1.2 Temel Alan Hesaplamalar¬

Kenarlar¬do¼grulardan oluşan bölgelerin alanlar¬, dikdörtgenler ve üçgenler kul-
lan¬larak hesaplanabilir. Ancak kenarlar¬e¼grilerden oluşan bir bölgenin alan¬n¬
hesaplamak bu kadar kolay de¼gildir. Örne¼gin r yar¬çapl¬bir S dairesinin alan¬
aşa¼g¬daki şekilde hesaplanm¬̧st¬r. Dairenin içine köşeleri çember üzerinde bulu-
nan bir n kenarl¬düzgün çokgen ile, kenarlar¬çembere te¼ger olan n kenarl¬başka
bir düzgün çokgen çizilmi̧s ve dairenin alan¬n¬n bu çokgenlerin alanlar¬aras¬nda
bir say¬oldu¼gu söylenmi̧stir. Çokgenlerin kenar say¬lar¬art¬r¬ld¬¼g¬nda dairenin
alan¬na yaklaş¬laca¼g¬ifede edilmi̧stir. ·Içteki çokgene Pn ve d¬̧staki çokgene Qn
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diyelim.

Pn (tamamlay¬n¬z) Qn (tamamlay¬n¬z)

Çokgenlerin alanlar¬s¬ras¬ile A(Pn) ve A(Qn) ise dairenin alan¬için

A(Pn) < A(S) < A(Qn)

yaz¬l¬r. Böylce S¬k¬̧st¬rma teoreminden

A(S) = lim
n!1

A(Pn) = lim
n!1

A(Qn)

olur. Burada �n = 360�

n = 2�
n olup

A(Pn) = nr cos(
�n
2
)r sin(

�n
2
)

=
nr2

2
sin(�n)

=
nr2

2
sin(

2�

n
)

olur. Böylece

lim
n!1

A(Pn) = lim
n!1

r2

2

sin( 2�n )
2�
n

2�

= �r2

bulunur. Benzer şekilde A(Qn) = nr2 tan(�n ) olup limn!1A(Qn) = �r2 bu-
lunur. O zaman A(S) = �r2 dir.
Burada oldu¼gu gibi herhangi bir kapal¬C e¼grisinin s¬n¬rlad¬¼g¬bölgenin alan¬n¬

çokgenler yard¬m¬yla bulabiliriz. Bu metodu kullan¬rken bir çok say¬n¬n toplam¬na

ihtiyaç duyar¬z. a1; a2; � � � ; an say¬lar¬n¬n toplam¬k¬saca
nX
k=1

ak biçiminde gös-

terilir. Yani
nX
i=1

ai = a1 + a2 + � � �+ an

d¬r. ·Ilk n pozitif tam say¬n¬n k y¬nc¬kuvvetlerinin toplam¬alan hesaplamalar¬nda
s¬kl¬kla karş¬m¬za ç¬kar.

nX
i=1

ik = 1k + 2k + � � �+ nk
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ifadesi k = 1 için
nX
i=1

i = 1 + 2 + � � �+ n = n(n+ 1)

2

k = 2 için
nX
i=1

i2 = 12 + 22 + � � �+ n2 = n(n+ 1)(2n+ 1)

6

k = 3 için
nX
i=1

i3 = 13 + 23 + � � �+ n3 = n2(n+ 1)2

4

olur. Genel halde f(n) derecesi k dan küçük bir polinom olmak üzere

nX
i=1

ik = 1k + 2k + � � �+ nk = nk+1

k + 1
+
1

2
nk + f(n)

biçiminde yaz¬labilir.

Örnek 4 Aşa¼g¬daki ifadeleri hesaplay¬n¬z.

1.
10X
i=1

(i2 + 2i)

2. limn!1
12 + 22 + � � �+ n2

n3

Örnek 5 Dairenin alan¬n¬hesaplamada oldu¼gu gibi çokgenler metodunu kulla-
narak şekildeki bölgenin alan¬ hesaplanabili mi? Bunun için kullan¬lacak çok-
genler nas¬l olmal¬d¬r?

­1 1 2 3

2

4

x

y

1.3 Gra�klerin Alt¬ndaki Alan

f , [a; b] kapal¬aral¬nda tan¬ml¬sürekli ve pozitif bir fonksiyon olsun. y = f(x)
e¼grisi, x = a ve x = b do¼grular¬ ve x-ekseni taraf¬ndan s¬n¬rlanan bölgenin
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alan¬n¬çokgenler metodu ile bulmaya çal¬̧sal¬m. Burada kullanaca¼g¬m¬z çokgen-
ler, taban¬x-ekseni üzerinde bulunan dikdörtgenlerin birleşimi olacakt¬r.

0 2 4

10

20

x

y

a bS

[a; b] aral¬¼g¬n¬aşa¼g¬daki şekide n eşit parçaya bölelim. a = x0 < x1 < x2 < � � � <
xn�1 < xn = b olmak üzere [xi�1; xi] (i = 1; 2; � � � ; n) aral¬klar¬n¬göz önüne
alal¬m. Bu aral¬klar¬n uzunl¬klar¬ eşittir ve her birinin uzunlu¼gu �x = xi �
xi�1 =

b�a
n birimdir. Şimdi f nin [xi�1; xi] aral¬¼g¬nda minimum de¼gere ulaşt¬¼g¬

nokta x�i olsun. O zaman, taban¬�x ve yüksekli¼gi f(x�i ) olan dikdörtgenler
ve bunlar¬n birleşimleri S bölgesi içindedir. Bu dikdörtgenlerin birleşimine Pn
diyece¼giz. Bu durumda

A(Pn) =
nX
i=1

f(x�i )�x

dir. Şimdi de f nin [xi�1; xi] aral¬¼g¬nda maksimum de¼gere ulaşt¬¼g¬nokta x#i
olsun. O zaman, taban¬�x ve yüksekli¼gi f(x#i ) olan dikdörtgenler ve bunlar¬n
birleşimleri S bölgesi içindedir. Bu dikdörtgenlerin birleşimine Qn diyece¼giz.
Bu durumda

A(Qn) =

nX
i=1

f(x#i )�x

olur.

1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0 2.2 2.4 2.6 2.8 3.0 3.2 3.4 3.6 3.8 4.0
x

1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0 2.2 2.4 2.6 2.8 3.0 3.2 3.4 3.6 3.8 4.0
x

Pn (Dikdörtgenlerin birleşimi) Qn (Dikdörtgenlerin birleşimi)

Sonuçta
A(Pn) � A(S) � A(Qn)

veya buna denk olan
nX
i=1

f(x�i )�x � A(S) �
nX
i=1

f(x#i )�x
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eşitsizli¼gi sa¼glan¬r. n yi ne kadar büyük seçersek �x o kadar küçülür ve böylece
Pn ve Qn nin alanlar¬birbirine yaklaş¬r. Asl¬nda f nin sürekli olmas¬halinde

A(S) = lim
n!1

nX
i=1

f(x�i )�x = lim
n!1

nX
i=1

f(x#i )�x

dir ki bu ileride teorem olarak ifade edilecektir.

Örnek 6 Şekilde f(x) = x3 e¼grisinin [0; 2] aral¬¼g¬ndaki parças¬verilmiştir. Böl-
genin alal¬n¬(çokgenler metodunu kullanarak) hesaplay¬n¬z.

­1 1 2 3

2

4

6

8

x

y

[0; 2] yi n tane aral¬¼ga bölelim. Her bir alt aral¬¼g¬n boyu �x = 2
n olur. Ayr¬ca

x0 = 0, x1 = 2
n , x2 =

4
n ,� � � , xn�1 =

2(n�1)
n , xn = 2 olur. f fonksiyonu artan

oldu¼gundan [xi�1; xi] alt aral¬¼g¬ndaki maksimum de¼gerini aral¬¼g¬n sa¼g uç noktas¬
olan xi noktas¬nda, minimum de¼gerini ise sol uç nokta olan xi�1 noktas¬nda al¬r.
Böylece

A(Pn) =
nX
i=1

f(x�i )�x =
nX
i=1

f(xi�1)
2

n

=
nX
i=1

f(
2(i� 1)
n

)
2

n
=

nX
i=1

�
2(i� 1)
n

�3
2

n

=
16

n4

nX
i=1

(i� 1)3 = 16

n4

n�1X
i=1

i3

=
16

n4
(n� 1)2n2

4
= 4

�
n� 1
n

�2
olur. Yine

A(Qn) =
nX
i=1

f(x#i )�x =
nX
i=1

f(xi)
2

n

=
nX
i=1

f(
2i

n
)
2

n
=

nX
i=1

�
2i

n

�3
2

n

=
16

n4

nX
i=1

i3 =
16

n4
n2(n+ 1)2

4
= 4

�
n+ 1

n

�2
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olur. Böylece
lim
n!1

A(Pn) = 4 = lim
n!1

A(Qn)

oldu¼gundan istenen alan 4 birim karedir.

Örnek 7 x = 1 den x = 5 e kadar f(x) = 100� x2 e¼grisi ile x-ekseni aras¬nda
kalan bölgenin alan¬n¬hesaplay¬n¬z.

1.4 Riemann Toplam¬ve Belirli ·Integral

Önceki kesimde [a; b] aral¬¼g¬üzerinde sürekli ve pozitif f fonksiyonunun gra�¼gi
alt¬nda kalan alan¬n

nX
i=1

f(x�i )�x � A(S) �
nX
i=1

f(x#i )�x

eşitsizli¼gini sa¼glad¬¼g¬n¬belirttik. Bu eşitsizli¼gin sa¼g ve sol taraf¬ndaki toplamlar

x0i 2 [xi�1; xi] herhangi bir nokta olmak üzere
nX
i=1

f(x0i)�x biçimindedir. Bu

şekildeki toplamlar belirli integral tan¬m¬na taban oluşturur.
Şimdi [a; b] üzerinde tan¬ml¬ bir f fonksiyonunu (sürekli ve pozitif olmas¬

gerekmez) göz önüne alal¬m. [a; b] aral¬¼g¬n¬a = x0 < x1 < x2 < � � � < xn�1 <
xn = b özelli¼gini sa¼glayan noktalar yard¬m¬yla n tane alt aral¬¼ga bölelim. (ar-
al¬klar¬n boylar¬eşit olmayabilir) P = fx0; x1; � � � ; xng kümesine [a; b] aral¬¼g¬n¬n
bir parçalanmas¬denir. [xi�1; xi] alt aral¬klar¬n¬n boylar¬olan �xi = xi � xi�1
say¬lar¬n¬n en büyü¼güne P parçalanmas¬n¬n normu veya maksimal çap¬denir ve
kPk ile gösterilir. Yani kPk = maksf�x1;�x2; � � � ;�xng dir. Her bir [xi�1; xi]
alt aral¬¼g¬ndan seçilen key� x0i noktalar¬n¬n oluşturdu¼gu S = fx01; x02; � � � ; x0ng
kümesine P parçalanmas¬n¬n bir seçimi denir. [a; b] aral¬¼g¬n¬n P parçalanmas¬
ve S seçimi tar¬ndan elde edilen

R =
nX
i=1

f(x0i)�xi

toplam¬na f fonksiyonunun [a; b] aral¬¼g¬nda P ve S taraf¬ndan elde edilen Rie-
mann toplam¬ denir (Georg Freidrich Bernhard Riemann). P ve S ye ba¼gl¬
olarak bir çok Riemann toplam¬bulunabilir.

Örnek 8 [0; 2] aral¬¼g¬nda tan¬ml¬ f(x) = x2 fonksiyonunu göz önüne alal¬m.
Aral¬¼g¬10 eşit parçaya bölerek bir P parçalanmas¬oluştural¬m. Bu durumda her
bir alt aral¬¼g¬n uzunlu¼gu �xi = 1

5 olur. Yine P = f0;
1
5 ;

2
5 ; � � � ;

9
5 ; 2g olacakt¬r.

Şimdi P nin farkl¬üç seçimi için Riemann toplamlar¬n¬bulaca¼g¬z.

1. x0i noktalar¬n¬ her bir [xi�1; xi] aral¬¼g¬n¬n sol uç noktas¬ olarak seçelim.
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Yani x0i = xi�1 =
i�1
5 olsun. Bu durumda Riemann toplam¬

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0
0

1

2

3

4

x

y

Rsol =
10X
i=1

f(x0i)�xi =
10X
i=1

�
i� 1
5

�2
1

5

=
1

125

9X
i=1

i2 =
1

125

9:10:19

6
= 2; 28

olur.

2. x0i noktalar¬n¬ her bir [xi�1; xi] aral¬¼g¬n¬n sa¼g uç noktas¬ olarak seçelim.
Yani x0i = xi =

i
5 olsun. Bu durumda Riemann toplam¬

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0
0

1

2

3

4

x

y

Rsa�g =
10X
i=1

f(x0i)�xi =
10X
i=1

�
i

5

�2
1

5

=
1

125

10X
i=1

i2 =
1

125

10:11:21

6
= 3; 08

olur.

3. Şimdi de x0i noktalar¬n¬ her bir [xi�1; xi] aral¬¼g¬n¬n orta noktas¬ olarak
seçelim. Yani x0i =

xi+xi�1
2 = 1

10 (2i � 1) olsun. Bu durumda Riemann
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toplam¬

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0
0

1

2

3

4

x

y

Rorta =
10X
i=1

f(x0i)�xi =
10X
i=1

�
2i� 1
10

�2
1

5
= 2:66

olur.

Uyar¬9 Riemann toplam¬ için, her bir [xi�1; xi] alt aral¬¼g¬nda genişli¼gi �xi
ve yüksekli¼gi f(x0i) olan dikdörtgenler oluşturulmaktad¬r. E¼ger f(x

0
i) > 0 ise

dikdörtgenler x-ekseninin üzerinde, f(x0i) < 0 ise dikdörtgenler x-ekseninin al-
t¬ndad¬r. Bu durumda Riemann toplam¬, x-ekseninin üzerinde bulunan dikdört-
genlerin alanlar¬toplam¬ile x-ekseninin alt¬nda bulunan dikdörtgenlerin alanlar¬
toplam¬n¬n fark¬d¬r.

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0 2.2

­0.4

­0.2

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

x

y

R = A1 +A3 �A2

Tan¬m 10 f , [a; b] aral¬¼g¬nda tan¬ml¬bir fonksiyon olsun. E¼ger

lim
kPk!0

nX
i=1

f(x0i)�xi (1)

limti varsa bu limite f nin a dan b ye kadar belirli integrali denir. Bu durumda
f ye [a; b] üzerinde integrallenebilirdir denir.

Burada kPk ! 0 ifadesi alt aral¬klar¬n say¬s¬n¬n (n ! 1) sonsuza gitti¼gini
ifede etmektedir. Ancak n ! 1 olmas¬ kPk ! 0 oldu¼gu anlam¬na gelmez.
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Bununla birlikte parçalanmalar düzgün yap¬l¬rsa n ! 1 ile kPk ! 0 ifedeleri
birbirine denktir ki bu durumda (1) ifadesi yerine

lim
n!1

nX
i=1

f(x0i)�xi

yaz¬labilir.
Alan hesaplamalar¬nda oldu¼gu gibi (hareket eden bir cismin gitti¼gi yol, e¼gri

uzunlu¼gu hacim,...) matematik ve uygulamalar¬nda (1) tipindeki limitlerle s¬k
karş¬laş¬r¬z. Bu nedenle bu tür limitler için özel bir gösterim kullan¬l¬r. Bu limitZ b

a

f(x)dx

ile gösterilir ve "a dan b ye kadar f(x)dx integrali" şeklinde ifade edilir. BuradaZ
simgesine intagral i̧sareti (Toplam anlam¬na gelen "sum" kelimesinin baş

har�ni temsil eder ve ilk olarak Leibniz kullanm¬̧st¬r), a ve b ye s¬ras¬ile integralin
alt ve üst s¬n¬rlar¬, f(x) e integrant, x e ise integralin de¼gi̧skeni denir. dx ise
de¼gi̧skenin ne oldu¼gunu belirtmek için kullan¬l¬r. Belirli integral de¼gi̧skenden
ba¼g¬ms¬zd¬r. Yani f , [a; b] de integrallenebilir iseZ b

a

f(x)dx =

Z b

a

f(t)dt =

Z b

a

f(u)du = � � �

dur.
f nin sürekli olmas¬ halinde (1) deki limitin her zaman var oldu¼gu ve x0i

nas¬l seçilirse seçilsin her zaman ayn¬ de¼geri verdi¼gi ispatlanabilir. Hatta f ,
sonlu say¬da kald¬r¬labilir veya s¬çrama süreksizli¼gine sahip bir fonksiyon olsa
bile bu limit mevcuttur. Bu durumda aşa¼g¬daki teoremi ifade edebiliriz.

Teorem 11 f fonksiyonu [a; b] üzerinde tan¬ml¬ bir fonksiyon olsun. E¼ger
f sürekli veya sonlu say¬da kald¬r¬labilir veya s¬çrama süreksizli¼gine sahip bir
fonksiyon ise

R b
a
f(x)dx integrali mevcuttur ve dolay¬s¬yla f , [a; b] de integral-

lenebilirdir.

Örnek 12 Riemann toplamlar¬n¬ kulllanarak
R b
0
x2dx integralini hesaplay¬n¬z.

[0; b] aral¬¼g¬n¬ eşit uzunlukta n parçaya bölelim. Bu durumda alt aral¬klar¬n
boylar¬�xi = b

n olup x0 = 0, x1 = b
n , x2 =

2b
n ,� � � ,xi =

ib
n ,� � � ,xn = b olur.

[xi�1; xi] alt aral¬klar¬ndan x0i olarak aral¬kar¬n sa¼g uç noktalar¬ olan xi =
ib
n

noktalar¬n¬seçelim. BöyleceZ b

a

x2dx = lim
n!1

nX
i=1

f(x0i)�xi = lim
n!1

nX
i=1

(x0i)
2�xi

= lim
n!1

nX
i=1

�
ib

n

�2
b

n
= lim

n!1

b3

n3

nX
i=1

i2

= lim
n!1

b3

n3
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
=
b3

3

10



bulunur.

Örnek 13 f(x) = x3 � 6x fonksiyonunu ve [0; 3] aral¬¼g¬n¬göz önüne alal¬m.

a) Bu aral¬¼g¬n = 6 olacak şekilde düzgün parçalanmaya ay¬r¬p, her bir alt
aral¬¼g¬n sa¼g uç noktas¬n¬seçerek Riemann toplam¬n¬bulunuz.,

b)
R 3
0
(x3 � 6x)dx integralini hesaplay¬n¬z.

Örnek 14 Aşa¼g¬daki integralleri alan gibi yorumlayarak hesaplay¬n¬z.

a)
R 1
0

p
1� x2dx

b)
R 3
0
(x� 1)dx

1.5 Belirli ·Integralin ÖzellikleriR b
a
f(x)dx belirli integralinin tan¬m¬nda aç¬kça belirtlmese de a < b oldu¼gu

varsay¬lm¬̧st¬r. Ancak a > b de olsa Riemann toplam¬n¬n limiti olarak yap¬lan
tan¬m anlaml¬d¬r. E¼ger a ile b nin yerlerini de¼gi̧stirirsek alt aral¬klar¬n boylar¬
b�a
n yerine a�b

n olur. Bu yüzdenZ a

b

f(x)dx = �
Z b

a

f(x)dx

dir. a = b ise �x = 0 olaca¼g¬ndanZ a

a

f(x)dx = 0

olur. Benzer düşüncelerle belirli integralin aşa¼g¬daki özellikleri sa¼glad¬¼g¬göster-
ilebilir. f ve g fonksiyonlar¬[a; b] aral¬¼g¬nda integrallenebilir ve k bir sabit olsun.
O zaman

1. Sabitle çarp¬m: Z b

a

kf(x)dx = k

Z b

a

f(x)dx

2. Toplam-Fark: Z b

a

[f(x)� g(x)]dx =
Z b

a

f(x)dx�
Z b

a

g(x)dx

3. Toplanabilirlik: Z b

a

f(x)dx =

Z c

a

f(x)dx+

Z b

c

f(x)dx

11



4. Maksimum-Minimum: her x 2 [a; b] için m � f(x) �M ise

m(b� a) �
Z b

a

f(x)dx �M(b� a)

5. Bask¬nl¬k: her x 2 [a; b] için g(x) � f(x) iseZ b

a

g(x)dx �
Z b

a

f(x)dx

dir. Özel olarak x 2 [a; b] için f(x) � 0 iseZ b

a

f(x)dx � 0

d¬r.

6. �����
Z b

a

f(x)dx

����� �
Z b

a

jf(x)j dx

(Bu son eşitsizli¼gin ispat¬Toplam-Fark ve Bask¬nl¬k özellikleri kullan¬larak
yap¬labilir.)

Örnek 15 Maksimum-Minimum ile ilgili eşitsizli¼gi göz önüne alarak
R 1
0
e�x

2

dx

integrali için bir alt ve bir üst s¬n¬r bulunuz. Ayn¬soruyu
R 1
0

p
1 + cosxdx in-

tegrali için cevaplay¬n¬z.

Örnek 16
R 1
0
f(x)dx = 2,

R 4
0
f(t)dt = �6,

R 4
3
f(z)dz = 1 ise

R 3
1
f(x)dx =?

Örnek 17 Hangi a ve b reel say¬lar¬için
R b
a
(x�x2)dx integrali en büyük de¼gere

sahiptir? (·Integrant¬n pozitif oldu¼gu yerde bu integral en büyük de¼gere sahiptir.
Dolay¬s¬yla a = 0 ve b = 1 olmal¬d¬r.)

1.6 Belirli ·Integrallerin Hesaplanmas¬

Belirli integral ile fonksiyonun ilkeli aras¬ndaki ili̧ski, bir fonksiyonun ortalama
de¼geri, Kalkülüsün temel teoremi, türev ve integral aras¬ndaki ili̧ski ve belirsiz
integral tan¬m¬bu kesimde verilecek.
Tan¬mdan görülece¼gi üzere belirli integral Riemann toplamlar¬n¬n limiti olarak

hesaplanmaktad¬r. Ancak bunun genellikle uzun ve zor oldu¼gu aç¬kt¬r. Bu
kesimde f fonksiyonun [a; b] aral¬¼g¬üzerinde bir F ilkelinin bilinmesi halinde,R b
a
f(x)dx integralinin hesaplanmas¬nda daha kolay ve kullan¬̧sl¬ bir yöntem

geli̧stirece¼giz. (f nin [a; b] üzerindeki belirli integrali ile ilkeli aras¬ndaki bu
ili̧skiyi Newton ve Leibniz ortaya ç¬karm¬̧st¬r).
Şimdi

R b
a
f(x)dx integralini hesaplamak için A(x) =

R x
a
f(t)dt ile tan¬ml¬

A(x) fonksiyonunu göz önüne alal¬m. E¼ger f pozitif ve sürekli bir fonksiyon

12



ve x > a ise A(x) fonksiyonu, y = f(t) e¼girisi alt¬nda [a; x] aral¬¼g¬üzerindeki
bölgenin alan¬d¬r. Böylece x artarken A(x) de artar. Şekilden de görülece¼gi
üzere x, h kadar art¬r¬ld¬¼g¬zaman A(x) alan¬, A(x+h)�A(x) kadar artar (ince
şeridin alan¬).

­1 1 2 3 4 5
­1

1

2

3

x

y

a bx x+h

Di¼ger taraftan bu şeridin alan¬yaklaş¬k olarak, geni̧sli¼gi h birim yüksekli¼gi f(x)
birim olan dikdörtgenin alan¬kadard¬r ki h ne kadar küçük olursa yaklaş¬kl¬k
o kadar iyi olur. Buna göre A(x + h) � A(x) �= f(x)h olup A(x+h)�A(x)

h
�=

f(x) veya buradan A0(x) = limh!0
A(x+h)�A(x)

h = f(x) elde edilir. Bu ise bize
A fonksiyonunun f nin bir ilkeli oldu¼gunu gösterir. Şimdi F fonksiyonu f nin
bir başka ilkeli ise A(x) = F (x) + C olacak şekilde C sabiti vard¬r. Ayr¬ca
A(a) =

R a
a
f(x)dx = 0, A(b) =

R b
a
f(x)dx oldu¼gundanZ b

a

f(x)dx = A(b)�A(a)

= [F (b) + C]� [F (a) + C]
= F (b)� F (a)

Buradan da anlaş¬laca¼g¬üzere f nin herhangi bir ilkelinin bilimesi halinde
R b
a
f(x)dx

integrali kolayl¬kla hesaplanabilmektedir. f pozitif olmasa bile yukar¬da bahsedilen
i̧slemlerin do¼gru oldu¼gu gerçe¼gi Kalkülüsün Temel Teoreminin ikinci k¬sm¬nda
ifade edilecektir.
Şimdi Kalkülüsün Temel Teoreminin ispat¬nda kullanaca¼g¬m¬z fonksiyonun

ortalama de¼geri kavram¬n¬tan¬mlayal¬m. Öncelikle aşa¼g¬daki örne¼gi inceleyelim.
24 saatlik gün boyunca T s¬cakl¬¼g¬T = f(t) (0 � t � 24) fonksiyonu ile

verilsin. Gün içi ortalama s¬cakl¬¼g¬nas¬l belirleriz? Örne¼gin s¬cakl¬k ortalamas¬
T ise bunu, saat başlar¬ndaki s¬cakl¬klar¬n aritmetik ortalamas¬olarak tan¬m-
layabiliriz. Yani ti = i saat başlar¬n¬göstermek üzere

T =
1

24

24X
i=1

f(ti)

diyebiliriz. E¼ger günü 24 saatlik aral¬klar yeine n tane eşit alt aral¬klara bölersek
daha iyi bir ortalama elde edebiliriz. Bu durumda

T =
1

n

nX
i=1

f(ti)

13



olur. n nekadar büyük olursa gerçek ortalama s¬cakl¬k o kadar iyi bulunur.
Sonuçta gerçek orlama s¬cakl¬¼g¬, n yi s¬n¬rs¬z olarak büyüterek

T = lim
n!1

1

n

nX
i=1

f(ti)

şeklinde bulabiliriz. Sa¼g taraf bir Riemann toplam¬n¬hat¬rlatmaktad¬r. a = 0
ve b = 24 olmak üzere �ti = b�a

24 dersek

T = lim
n!1

1

b� a

nX
i=1

f(ti)
b� a
n

= lim
n!1

1

b� a

nX
i=1

f(ti)�ti

=
1

b� a lim
n!1

nX
i=1

f(ti)�ti

=
1

b� a

Z b

a

f(t)dt

=
1

24

Z 24

0

f(t)dt

olur. Burada oldu¼gu gibi [a; b] aral¬¼g¬nda integrallenebilen bir fonksiyonun ort-
lama de¼geri aşa¼g¬daki şekilde tan¬mlan¬r.

Tan¬m 18 f , [a; b] üzerinde integrallenebilir olsun. O zaman y = f(x) in [a; b]
deki ortalama de¼geri

y =
1

b� a

Z b

a

f(x)dx

şeklinde tan¬mlan¬r.

Örnek 19 f(x) = x2 fonksiyonunun [0; 2] deki ortalama de¼geri

y =
1

2

Z 2

0

x2dx =
4

3

olur.

Uyar¬20 f fonksiyonu [a; b] üzerinde sürekli ve bu aral¬ktaki ortalama de¼geri y
ise f(x) = y = 1

b�a
R b
a
f(x)dx olacak şekilde en az bir x 2 [a; b] vard¬r. Çünkü f ,

[a; b] de sürekli oldu¼gundan bu aral¬kta maksimum ve minimum de¼gerlerini al¬r.
Bunlar s¬ras¬ ile m ve M ise m = f(c) ve M = f(d) olacak şekile c; d 2 [a; b]
vard¬r. Ayr¬ca m � f(x) �M oldu¼gundan

m(b� a) �
Z b

a

f(x)dx �M(b� a)
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veya
f(c) � y � f(d)

olur. f sürekli oldu¼gundan Arade¼ger Teoremi gere¼gi y = f(x) olacak şekilde en
az bir x 2 [a; b] vard¬r.

Uyar¬21 Yukar¬da verilen eşitlikZ b

a

f(x)dx = f(x)(b� a)

biçiminde yaz¬labilir. E¼ger f pozitif de¼gerli ise bu eşitlik, y = f(x) alt¬nda kalan
alan¬n, b�a tabanl¬f(x) yükseklikli dikdörtgenin alan¬na eşit oldu¼gunu belirtir.

2 4 6 8

­1

1

2

x

y

Uyar¬22 f fonksiyonu [a; b] üzerinde sürekli olmayan integrallenebilir bir fonksiyon
ise f nin bu aral¬kta y ortalama de¼geri vard¬r, ancak y = f(x) olacak şekilde
bir x 2 [a; b] noktas¬bulunmayabilir. (Bunun ile ilgili bölüm sonunda örnekler
verilecektir)

Teorem 23 (Kalkülüsün Temel Teoremi, 1. K¬s¬m) E¼ger f fonksiyonu [a; b]
aral¬¼g¬nda sürekli ise F (x) =

R x
a
f(t)dt ile tan¬ml¬F fonksiyonu (a; b) de türevlenebilirdir

ve türevi f(x) dir; yani

F 0(x) =
d

dx

Z x

a

f(t)dt = f(x)

olur.

Ispat. ·Ilk olarak türev tan¬m¬n¬do¼grudan F fonksiyonuna uygulayal¬m. x 2
(a; b) için

F 0(x) = lim
h!0

F (x+ h)� F (x)
h

= lim
h!0

1

h

"Z x+h

a

f(t)dt�
Z x

a

f(t)dt

#

= lim
h!0

1

h

Z x+h

x

f(t)dt
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olur. Ortalama de¼ger kavram¬ dikkate al¬nacak olursa f sürekli oldu¼gundan
1
h

R x+h
x

f(t)dt = f(x) olacak şekilde x 2 [x; x+ h] vard¬r. Üstelik h ! 0 için
x! x olur. Böylece f sürekli oldu¼gundan

F 0(x) = lim
h!0

1

h

Z x+h

x

f(t)dt

= lim
x!x

f(x)

= f(x)

bulunur.

Örnek 24 Aşa¼g¬daki verilenlere göre dy
dx türevini hesaplay¬n¬z.

1. y =
R x
a
(t3 + 1)dt

2. y =
R 5
x
t sin tdt

3. y =
R x2
1
cos tdt

4. y =
R x2
x
sin(t2)dt

Örnek 25 limx!0
1
x

R x
0

t2

t4+1dt limitini hesaplat¬n¬z.

Teorem 26 (Kalkülüsün Temel Teoremi, 2. K¬s¬m) E¼ger f fonksiyonu [a; b]
aral¬¼g¬nda sürekli ve F de f nin bu aral¬ktaki herhangi bir ilkeli iseZ b

a

f(x)dx = F (b)� F (a)

d¬r.

Ispat. Temel Teoremin birinci k¬sm¬nda G(x) =
R x
a
f(x)dx ile tan¬ml¬ G

fonksiyonunun, f nin bir ilkeli oldu¼gu belirtilmi̧stir. Bu durumda F ve G nin
her ikisi de ilkel olduklar¬ndan F (x) = G(x) +C olacak şekilde C sabiti vard¬r.
O zaman

F (b)� F (a) = [G(b) + C]� [G(a) + C]
= G(b)�G(a)

= �
Z a

a

f(t)dt

=

Z b

a

f(t)dt

bulunur.

Uyar¬27 F (b)�F (a) ifadesini al¬̧s¬lm¬̧s gösterimle F (x) jba biçiminde göstere-
ce¼giz. Yani

R b
a
f(x)dx = F (x) jba= F (b)� F (a) dir. Bu teoreme göre

R b
a
f(x)dx

integralini hesaplamak için f nin bu aral¬kta bir ilkelinin bulunmas¬yeterlidir.
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Örnek 28 Aşa¼g¬daki integralleri, integrant¬n bir ilkelini bularak hesaplay¬n¬z.

1.
R 2
�1(4� 2x+ 3x

2)dx

2.
R �
0
sinx cosxdx

3.
R 3
1
e2xdx

Uyar¬29 Kalkülüsün Temel Teoreminden türev ve integral aras¬nda aşa¼g¬daki
ilişkileri ç¬karabiliriz.

d

dx

Z x

a

f(t)dt = f(x)

eşitli¼gi, önce f fonksiyonunu integre eder sonra sonucun türevini al¬rsan¬z yine
f yi elde edersiniz demektedir. Benzer şekildeZ x

a

F 0(x)dx = F (x)� F (a)

eşitli¼gi ise, önce F fonksiyonunu türevini al¬r sonra sonucu integre ederseniz F
yi bir sabit fark¬yla elde edersiniz demektedir.

Belirli integral hesaplamalar¬nda bir fonksiyonun ilkeli ile s¬kça karş¬laş¬r¬z.
Bu nedenle bir fonksiyonun ilkelini göstermede uygun bir gösterime ihtiyaç du-
yar¬z. Bu bölümün ilk kesiminde f fonksiyonunun ilkelini ters diferensiyel op-
eratör yard¬m¬yla D�1f(x) biçiminde göstermi̧stik. Ancak Kalkülüsün Temel
Teoreminde ilkel ile belirli integral aras¬ndaki ili̧skiden dolay¬, f nin ilkelini
göstermek için geleneksel olarak Belirsiz integral diye adland¬r¬lan

R
f(x)dx gös-

terimi kullan¬l¬r. Dolay¬s¬ylaZ
f(x)dx = F (x) + C

ifadesi
F 0(x) = f(x)

anlam¬na gelecektir.
Belirli ve Belirsiz integral aras¬ndaki ayr¬ma dikkat edilmelidir. Belirli in-

tegral bir say¬, Belirsiz integral ise bir fonksiyon ailesidir. Bunlar aras¬nadaki
ili̧ski ise Kalkülüsün Temel TeoremindenZ b

a

f(x)dx =

Z
f(x)dx

����b
a

şeklinde yaz¬labilir. Burada f nin sürekli olmas¬gerekti¼gine dikkat ediniz.
Bir fonksiyonun türevi ve ilkel aras¬ndaki ili̧ski dikkate al¬nacak olursa aşa¼g¬-

daki belirsiz integraller tablosu oluşturulabilir. ·Integral hesaplamalar¬nda bun-
lardan s¬kça yararlan¬l¬r.
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R
xndx = xn+1

n+1 + C (n 6= �1)
R 1
x
dx = ln jxj+ C

R
exdx = ex + C

R
axdx = ax

ln a + CR
sinxdx = � cosx+ C

R
cosxdx = sinx+ C

R dx

cos2 x
= tanx+ C

R dx

sin2 x
= � cotx+ C

R dx

1 + x2
= arctanx+ C

R dxp
1� x2

= arcsinx+ C

Yine ters diferensiel operatörün lineer oldu¼gu göz önüne al¬n¬rsa a ve b reel
sabitler olmak üzereZ

[af(x) + bg(x)]dx = a

Z
f(x)dx+ b

Z
g(x)dx

yaz¬labilir.

Örnek 30 Aşa¼g¬daki integralleri hesaplay¬n¬z.

1.
R
(10x2 � 2 sec2 x)dx

2.
R 3
0
(x3 � 6x)dx

3.
R 2
0
(2x3 � 6x+ 3

1+x2 )dx

4.
R
x�

p
xdx

5.
R 3
�1 jxj dx

6.
R 2
0
jx�

p
xj dx

1.6.1 Ek Sorular

Örnek 31 Aşa¼g¬da verilen fonksiyonlar¬n belirtilen aral¬klardaki ortalama de¼gerini
bulunuz.

1. f(x) = x4, [0; 2]

2. f(x) =
p
x, [1; 4]

3. f(x) = sin 2x,
�
0; �2

�
Örnek 32 Kalkülüsün Temel Teoremini kullanarak verilen fonksiyonlar¬n türevini
hesaplay¬n¬z.

1. f(x) =
R x
�1(t

2 + 1)17dt
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2. f(x) =
R 10
x
(t+ 1

t )dt

3. f(x) =
R x2
0

p
1 + t3dt

4. f(x) =
R sin x
1

(t2 + 2)3dt

Örnek 33
R 1
�1

dx
x2 = � 1

x

��1
�1 = �2 ifadesi do¼gru mudur? Bu durum Kalkülüsün

Temel Teoremi ile çelişir mi? Neden? ·Integrant¬n gra�¼gini çiziniz ve bu durumu
yorumlay¬n¬z.

Örnek 34 limn!1

nX
i=1

2i

n2
limitini bir integralin de¼geri oldu¼gu fark¬na vararak

hesaplay¬n¬z.

Örnek 35 Yar¬çap¬ 3 birim olan küre merkezinden x birim uzakl¬kta bir dü-
zlemle kesiliyor. Dairesel dik kesitin alan¬n¬n ortalama de¼gerini bulunuz.

Örnek 36
R 2
0
kxk dx integralini hesaplay¬n¬z. Buradan f(x) = kxk fonksiy-

onunun [0; 2] aral¬¼g¬ndaki y ortalama de¼gerini bulunuz. [0; 2] aral¬¼g¬nda f(x) = y
eşitli¼gini sa¼glayan bir x noktas¬var m¬d¬r?

Örnek 37
R 2
0

p
x3 + 1dx integraline alt ve üst s¬n¬r bulunuz.

Örnek 38 Aşa¼g¬daki integralleri hesaplay¬n¬z.

1.
R 0
�1(2x� e

x)dx

2.
R 4
1
dxp
x

3.
R 2
1
x2+1p
x
dx

4.
R 1

2

0
dxp
1�x2

5.
R �

4

0
1+cos2 x
cos2 x dx

6.
R 2
�1
��x� x2�� dx

Örnek 39 f(t) =
R t2
1

p
1+u4

u du ve F (x) =
R x
1
f(x)dx ise F 00(2) yi hesaplay¬n¬z.

Örnek 40 [�2; 2] aral¬¼g¬nda f(x) =
p
4� x2 fonksiyonunun ortalam de¼gerini

bulunuz. (Belirli integrali alan gibi yorumlayarak hesaplay¬n¬z)

Örnek 41
R x
0
f(t)dt = x cos�x ise f(4) nedir?
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2 ·Integralleme Teknikleri

Bu bölümde integral hesaplama yöntemleri üzerinde duraca¼g¬z. Bunlar s¬ras¬
ile De¼gi̧sken De¼gi̧stirme Yöntemi (Yerine Koyma Yöntemi), K¬smi ·Integrasyon,
Baz¬·Indireme Ba¼g¬nt¬lar¬, Trigonometrik ·Integraller, Basit Kesirlere Ay¬rma ve
·Irrasyonel Fonksiyonlar¬n ·Integrali şeklinde ifade edilebilir.
Kalkülüsün Temel Teoremi

R b
a
f(x)dx belirli integralini hesaplamak için f(x)

in hergangi bir F (x) ilkelinin bulnmas¬n¬n yereli oldu¼gunu söylemektedir. Aranan
ilkeli bulmak için daha çok deneme-yan¬lma ile veya "hangi fonksiyonun türeni
f(x) dir" düşüncesini dikkate alarak i̧slem yapt¬k. Ancak bu ilkel bulma veya be-
lirsiz integral hesaplama düşüncesi genellikle yetersiz kalmaktad¬r. Bu nedenle
daha karmaş¬k fonksiyonlar¬n integralini hesplamada çeşitli yöntemler geli̧stir-
ilmi̧stir. Bu kesimde bu yöntemler üzerinde duraca¼g¬z. Fakat burada bahsedilen
yöntemlerinde yeresiz kald¬¼g¬durmlar¬n var oldu¼gunu belirtilmelidir. Örne¼gin
basit görünüşlüZ

e�x
2

dx;

Z
sinx

x
dx;

Z p
1 + x4dx veya

Z
dx

lnx

gibi integraller burada belirtilecek olan yöntemler ile bilinen cebirsel ve transan-
dant fonksiyonlar¬n sonlu toplamlar¬ biçiminde hesaplanamazlar. Buradanda
anlaş¬laca¼g¬ gibi integralleme i̧slemi diferensiyelleme gibi basit bir i̧sleme in-
dirgenemez.

2.1 De¼gi̧sken De¼gi̧stirme Yöntemi

Bu yöntem integral hesaplama yöntemleri içinde en s¬k kullan¬lan yöntemdir.
Bileşke fonksiyonun türevinde kullan¬lan Zincir Kural¬na dayanan bu yöntemZ

f(g(x))g0(x)dx

tipindeki integraller için kullan¬l¬r. Burada g(x) = t denirse (de¼gi̧sken de¼gi̧simi
yap¬l¬rsa) g0(x)dx = dt oldu¼gundanZ

f(g(x))g0(x)dx =

Z
f(t)dt

integraline dönüşür. Bu integral ilkine göre daha basit ve sadedir. Burada
dikket edilmesi gereken şey de¼gi̧sken seçimidir. E¼ger de¼gi̧sken uygun biçimde
seçilmezse integral daha da karmaş¬k hale gelebilir. Ayr¬ca integral yeni dei̧skene
ba¼gl¬hesaplanaca¼g¬ndan sonuçta tekrar x de¼gi̧skenine dönülmelidir.

Örnek 42
R
(2x+1)9dx integralini 2x+1 = t dönüşümü yaparak hesaplayabil-
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iriz. O zaman 2dx = dt olaca¼g¬ndanZ
(2x+ 1)9dx =

Z
1

2
t9 dt

=
t10

20
+ C

=
(2x+ 1)10

20
+ C

olur.

Örnek 43 Aşa¼g¬daki integralleri hesaplay¬n¬z.

1.
R
x3 cos(x4 + 1)dx

2.
R (1 + lnx)4

x
dx

3.
R epxp

x
dx

4.
R
tanxdx

5.
R xdxp

1� 4x2

6.
R x2

(x� 2)5 dx

7.
R sinx cosxp

1 + sin2 x
dx

8.
R dx

(2 + tanx) sin2 x

Bu örneklerden de anlaş¬laca¼g¬gibi her bir integrale kendine has bir de¼gi̧sken
de¼gi̧stirmesi uygulanmaktad¬r. Fakat baz¬özel tipte olan integraller için Trigonometrik
De¼gi̧sken De¼gi̧stirme (Trigonometrik Yerine Koyma) ad¬verilen yöntem kullan¬l-
maktad¬r.

p
a2 � x2;

p
x2 � a2 ya da

p
a2 + x2 gibi cebirsel ifadelerden birini

içeren integraller için bu cebirsel ifadeleri kökten kurtaran bir trigonometrik
de¼gi̧sken de¼gi̧sikli¼gi yap¬labilir.

Cebirsel ifade De¼gi̧sken Özdeşlikp
a2 � x2 x = a sin t 1� sin2 t = cos2 tp
x2 � a2 x = a sec t sec2 t� 1 = tan2 tp
a2 + x2 x = a tan t 1 + tan2 t = sec2 t
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Örnek 44
R x+ 8p

9� x2
dx integralini hesaplay¬n¬z. ·Integrant

p
a2 � x2 şeklinde

bir cebirsel ifadeyi içermektedir. Bu nedenle x = 3 sin t de¼gişimi yap¬labilir. O
zaman dx = 3 cos tdt olaca¼g¬ndan integralZ

x+ 8p
9� x2

dx =

Z
3 sin t+ 8p
9� 9 sin2 t

3 cos tdt

=

Z
(3 sin t+ 8)dt

= �3 cos t+ 8t+ C

olur. Burada x = 3 sin t eşitli¼ginden t = arcsin x3 olupZ
x+ 8p
9� x2

dx = �3 cos(arcsin x
3
) + 8 arcsin

x

3
+ C

bulunur. Ancak genellikle cos(arcsin x3 ) ifadesi daha sade biçimde yaz¬l¬r. Bunun

için sinüsü x
3 olan aç¬n¬n kosinüsü hesaplan¬r. Bu ise

p
9�x2
3 oldu¼gundanZ

x+ 8p
9� x2

= �
p
9� x2 + 8arcsin x

3
+ C

olarak bulunur.

Örnek 45 Aşa¼g¬daki integralleri hesaplay¬n¬z.

1.
R dx

x
p
x2 � 9

2.
R dx

x2
p
x2 + 4

3.
R dx

(1� x2) 32

4.
R dxp

2x� x2

5.
R dx

x
p
4x2 � 1

6.
R p

9� 4x2dx

7.
R px2 � 25

x
dx

E¼ger integrant trigonometrik fonksiyonlar¬n rasyonel ifadesi şeklinde ise bazen
Yar¬m Aç¬Yöntemi denilen de¼gi̧sken de¼gi̧sikli¼gi yap¬labilir. Bu yöntemde

tan
x

2
= t
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dönüşümü yap¬larak sinx, cosx ve dx ifadeleri hesaplan¬r. Bu durumda x =
2arctan t olaca¼g¬ndan dx = 2dt

1+t2 olur. Yine (üçgen çizerek) sinx =
2t
1+t2 ve

cosx = 1�t2
1+t2 olur.

Örnek 46
R 1 + sinx

(1 + cosx) sinx
dx integralini hesaplay¬n¬z. tan x2 = t dönüşümünün

uygulanmas¬ile integralZ
1 + sinx

(1 + cosx) sinx
dx =

Z
1 + 2t

1+t2

(1 + 1�t2
1+t2 )

2t
1+t2

2dt

1 + t2

=
1

2

Z
t2 + 2t+ 1

t
dt

=
1

2

Z
(t+ 2 +

1

t
)dt

=
1

2
(
t2

2
+ 2t+ ln jtj) + C

=
1

4
tan2

x

2
+ 2 tan

x

2
+ ln

���tan x
2

���+ C
şeklinde hesaplan¬r.

Örnek 47 Aşa¼g¬daki integralleri hesaplay¬n¬z.

1.
R dx

5 + 3 cosx

2.
R dx

sinx

3.
R dx

2 + sinx� cosx

Uyar¬48 E¼ger bir belirli integral de¼gişken de¼giştirme yöntemi ile hesaplanacaksa
ve tekrar eski de¼gişkene dönülmek istenmiyorsa integrasyon s¬n¬rlar¬n¬da de¼giştirmek
gerekir. Buna göre g(x) = t dönüşümü yap¬ld¬¼g¬ndaZ b

a

f(g(x))g0(x)dx =

Z g(b)

g(a)

f(t)dt

yaz¬l¬r.

Örnek 49
R 1
�1 3x

2
p
x3 + 1dx integralini hesaplay¬n¬z. ·Integrali hesaplamak için

iki seçene¼gimiz var.
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� x3+1 = t dönüşümü yaparsak 3x2dx = dt olur. Ayr¬ca x = �1 için t = 0
ve x = 1 için t = 2 olaca¼g¬ndanZ 1

�1
3x2
p
x3 + 1dx =

Z 2

0

p
tdt

=
2

3
t
3
2

����2
0

=
4
p
2

3

bulunur.

� ·Integrali belirsiz integral olarak hesaplar¬z. Eski de¼gişkene dönüp s¬n¬rlar¬
yazar¬z. x3 + 1 = t dönüşümü yaparsak 3x2dx = dt olur. BöyleceZ

3x2
p
x3 + 1dx =

Z p
tdt

=
2

3
t
3
2 + C

=
2

3
(x3 + 1)

3
2 + C

bulunur. O zamanZ 1

�1
3x2
p
x3 + 1dx =

Z
3x2
p
x3 + 1dx

����1
�1

=
2

3
(x3 + 1)

3
2

����1
�1

=
4
p
2

3

Örnek 50 Aşa¼g¬daki integralleri hesaplay¬n¬z.

1.
R �

2

0

cosx

1 + sin2 x
dx

2.
R 1

2

0

arcsinxp
1� x2

dx

3.
R a
0
x
p
a2 � x2dx

4.
R e4
e

dx

x
p
lnx

Uyar¬51 Simetrik bir aral¬k üzerinde tan¬ml¬fonksiyonlar¬n integrali için aşa¼g¬-
daki bilgiler kullan¬labilir. f fonksiyonu [�a; a] aral¬¼g¬nda tan¬ml¬ sürekli bir
fonksiyon olsun.
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� f çift fonksiyonsa Z a

�a
f(x)dx = 2

Z a

0

f(x)dx

� f tek fonksiyonsa Z a

�a
f(x)dx = 0

d¬r.

Bu eşitlikleri görmek için aşa¼g¬daki yol izlenebilir. Belirli integralin Toplan-
abilirlik özelli¼gini kullanarak iki parçaya ay¬ral¬m ve ilkine x = �t dönüşümü
uygulayal¬m. O zamanZ a

�a
f(x)dx =

Z 0

�a
f(x)dx+

Z a

0

f(x)dx

=

Z 0

a

�f(�t)dt+
Z a

0

f(x)dx

=

Z a

0

f(�t)dt+
Z a

0

f(x)dx

olur. Şimdi e¼ger f çift fonksiyon ise f(�t) = f(t) olaca¼g¬ndan (belirli integralin
de¼gişkenden ba¼g¬mz¬s oldu¼gunu hat¬rlayarak)Z a

�a
f(x)dx = 2

Z a

0

f(x)dx

bulunur. E¼ger f tek fonksiyon ise f(�t) = �f(t) olaca¼g¬ndanZ a

�a
f(x)dx = 0

bulunur.

Örnek 52 Aşa¼g¬daki integralleri hesaplay¬n¬z.

1.
R 2
�2
p
4� x2dx

2.
R 1
�1

x3

1 + x4
dx

3.
R �

2

��
2

x2 sinx

1 + x6
dx
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2.1.1 Ek Soruar

Örnek 53 Aşa¼g¬daki belirsiz integralleri hesaplay¬n¬z.

1.
R x4

1 + x10
dx

2.
R dx

a2 + x2

3.
R dxp

a2 � x2

4.
R dxp

3� 2x� x2

5.
R 4
p
x+ 1 + 2
6
p
x+ 1

dx

6.
R
xex

2

dx

7.
R (1 +px)4p

x
dx

8.
R sin 2xp

1� sin4 x
dx

9.
R dx

1 + ex

10.
R 1� cosx
1 + cosx

dx

11.
R
tan2 xdx

12.
R sinx

2� sin2 x
dx

13.
R p

1 + cosxdx

Örnek 54 Aşa¼g¬daki belirli integralleri hesaplay¬n¬z.

1.
R �

6

��
6
tan3 xdx

2.
R 4
0

xp
1 + 2x

dx

3.
R 2
0
x kxk dx

4.
R 2
0
x
��1� x2�� dx

5.
R 1
0
x2(1� x)10dx
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6.
R e
1

sin(lnx)

x
dx

Örnek 55
R 2
�2(x+3)

p
4� x2dx integralini iki integralin toplam¬biçiminde yazarak

ve integrallerden birini alan olarak yorumlayarak hesaplay¬n¬z.

Örnek 56
R 1
0
x
p
1� x4dx integralini, de¼gişken de¼gişikli¼gi yaparak ve ç¬kan in-

tegrali alan olarak yorumlayarak hesaplay¬n¬z.

Örnek 57 f sürekli ve
R 4
0
f(x)dx = 10 ise

R 2
0
f(2x)dx integralini hesaplay¬n¬z.

Örnek 58 f sürekli ve
R 9
0
f(x)dx = 4 ise

R 3
0
xf(x2)dx integralini hesaplay¬n¬z.

Örnek 59 f sürekli bir fonksiyon olmak üzereZ a

0

f(x)dx

f(x) + f(a� x)

integralini hesaplay¬n¬z. Bundan yararlanarakZ 1

0

x3

3x2 � 3x+ 1dx;
Z �

2

0

3
p
sin2 x

3
p
sin2 x+

3
p
cos2 x

dx

integrallerini hesaplayn¬z.

Örnek 60 Aşa¼g¬daki her iki durum için f(4) ü hesaplay¬n¬z

1.
R x2
0
f(t)dt = x cos�x

2.
R f(x)
0

t2dt = x cos�x

2.2 K¬smi ·Integrasyon

K¬smi integrasyon
R
f(x)g(x)dx formundaki integralleri basitleştiren bir teknik-

tir. f türevlenebilen ve g integre edilebilen fonksiyonlar oldu¼gunda kullan¬̧sl¬d¬r.Z
x cosxdx ve

Z
x2exdx

integralleri bu türdendir. Bilndi¼gi gibi f ve g türevlenebilen fonksiyonlar ise
türevin çarp¬m kural¬

d

dx
[f(x)g(x)] = f 0(x)g(x) + f(x)g0(x)

oldu¼gunu söyler. Belirsiz integraller cinsinden bu eşitlikZ
d

dx
[f(x)g(x)] dx =

Z
[f 0(x)g(x) + f(x)g0(x)] dx

=

Z
f 0(x)g(x)dx+

Z
f(x)g0(x)dx
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halini al¬r. Buradan terimleri yeniden düzenleyerekZ
f(x)g0(x)dx =

Z
d

dx
[f(x)g(x)] dx�

Z
f 0(x)g(x)dx

formülünü elde ederiz. Bu ise bizi k¬smi integrasyon formülüne götürür:Z
f(x)g0(x)dx = f(x)g(x)�

Z
f 0(x)g(x)dx:

Bu formül diferensiyel formda yaz¬ld¬¼g¬nda daha kolay hat¬rlanabilir. u = f(x)
ve v = g(x) olsun. O zaman k¬smi integrasyon formülüZ

udv = uv �
Z
vdu

şeklinde yaz¬labilir. Bu formül
R
vdu integrali

R
udv integralinden daha kolay

olmas¬durumunda kullan¬̧sl¬d¬r.

Örnek 61
R
x sinxdx integralini hesaplay¬n¬z. u = x ve dv = sinxdx denirse

du = dx ve v = � cosx olaca¼g¬ndanZ
x sinxdx = �x cosx�

Z
� cosxdx

= �x cosx+ sinx+ C

olur. Asl¬nda, burada dv = sinxdx eşitli¼ginden v yi bulmak için bir belirsiz
integral hesaplanmaktad¬r. Dolay¬s¬ylaZ

dv =

Z
sinxdx) v = � cosx+ C1

olur. Bu durumdaZ
x sinxdx = x(� cosx+ C1)�

Z
(� cosx+ C1)dx

= �x cosx+ xC1 + sinx� xC1 + C
= �x cosx+ sinx+ C

bulunur. Bu ise bize v yi bulmak için al¬nana belirsiz integralde C1 sabitinin
al¬n¬p al¬nmamas¬n¬n sonucu de¼giştirmeyece¼gini göstermektedir.

Verilen bir integrale K¬smi integrasyon formülünü uygulamak için integrant u
ve dv gibi (dv k¬sm¬dx diferensiyelini içerecek şekilde) iki çarpana ayr¬l¬r. Bunun
için kesin bir yöntem olmasa da genel strateji kolayl¬kla integrallenebilen en
karmaş¬k çarpan¬dv olarak seçmektir. Aşa¼g¬da integrant¬n baz¬özel durumlar¬
için bu ayr¬m¬n nas¬l yap¬mas¬gerekti¼gine dair bir yol verilmektedir.

1. E¼ger integrant bir polinom ile üstel fonksiyonun çarp¬m¬ise polinoma u,
geri kalan k¬sma dv,
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2. E¼ger integrant bir polinom ile trigonometrik fonksiyonun çarp¬m¬ise poli-
noma u, geri kalan k¬sma dv,

3. E¼ger integrant bir polinom ile logaritmik fonksiyonun çarp¬m¬ise logarit-
mik fonksiyona u, geri kalan k¬sma dv,

4. E¼ger integrant sadece bir fonksiyondan ibaretse fonksiyona u, dx = dv
demek yarar sa¼glar.

Baz¬durumlarda integrali hesaplamak için k¬smi integrasyon yöntemini birkaç
kez uygulamak gerekir. Bazen ise hesab¬istenen integral karş¬m¬za ç¬kabilir. Bu
durumda bu integrali eşitli¼gin soluna at¬p i̧sleme devam etmek gerekir.

Örnek 62 Aşa¼g¬daki integralleri hesaplay¬n¬z.

1.
R
xe3xdx = 1

9e
3x (3x� 1) + C

2.
R

x
cos2 xdx =

1
2 cos x (cosx ln (2 cos 2x+ 2) + 2x sinx) + C

3.
R
x5 lnxdx = 1

6x
6 lnx� 1

36x
6 + C

4.
R
sin(lnx)dx = 1

2x sin (lnx)�
1
2x cos (lnx) + C

5.
R
x2exdx = ex

�
x2 � 2x+ 2

�
+ C

6.
R
eax cos bxdx = a(cos bx)eax+beax sin bx

a2+b2 + C

7.
R
lnxdx = x (lnx� 1) + C

8.
R
arctanxdx = x arctanx� 1

2 ln
�
x2 + 1

�
+ C

9.
R
x arcsinxdx = 1

4x
p
1� x2 � 1

4 arcsinx+
1
2x

2 arcsinx+ C

10.
R
x2 cosxdx = x2 sinx� 2 sinx+ 2x cosx+ C

Uyar¬63 f 0 ve g0 fonksiyonlar¬n¬n her ikisininde [a; b] aral¬¼g¬nda sürekli olmas¬
halinde K¬smi integrasyon formülü belirli integraller içinde kullan¬labilir. Bu
durumda Z b

a

f(x)g0(x)dx = f(x)g(x)jba �
Z b

a

f 0(x)g(x)dx

eşitli¼gini dikkate almak gerekir.

Örnek 64
R 4
0
xe�xdx integralini hesaplay¬n¬z. u = x, dv = e�xdx denirse

du = dx ve v = �e�x olur. O zamanZ 4

0

xe�xdx = �xe�x
��4
0
�
Z 4

0

�e�xdx

= �xe�x � e�x
��4
0

= �5e�4 + 1

olur.
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Örnek 65 Aşa¼gdaki integralleri hesaplay¬n¬z.

1.
R �

3

0
x tan2 xdx

2.
R 1
0
(x2 + x)exdx

3.
R 1

2

0
arcsinxdx

K¬smi integrasyon yöntemi ile yüksek dereceden baz¬ifadelerin integrali daha
düşük dereceden bir ifedenin integraline dönüştürülebilir. Bu yöntemle elde
edilen ba¼g¬nt¬lara indirgeme ba¼g¬nt¬lar¬denir.

Örnek 66
R
cosn xdx integrali için bir indirgeme formülü bulunuz. cosn x =

cosn�1 x cosx olarak düşünüp

u = cosn�1 x ve dv = cosxdx

diyelim. O zaman

du = �(n� 1) cosn�2 x sinxdx ve v = sinx

olur. BöyleceZ
cosn xdx = cosn�1 x sinx+ (n� 1)

Z
cosn�2 x sin2 xdx

= cosn�1 x sinx+ (n� 1)
Z
cosn�2 x(1� cos2 x)dx

= cosn�1 x sinx+ (n� 1)
Z
cosn�2 xdx� (n� 1)

Z
cosn xdx

bulunur. BuradanZ
cosn xdx =

1

n
cosn�1 x sinx+

n� 1
n

Z
cosn�2 xdx

elde edilir.

Örnek 67
R
cos3 xdx integralini hesaplay¬n¬z.

Örnek 68 Aşa¼g¬daki integraller için bir indirgeme formülü bulunuz.

1.
R

dx
sinn x (u =

1
sinn�2 x

ve dv = dx
sin2 x

)

2.
R
tann xdx (u = tann�2 x ve dv = tan2 xdx)

3.
R

dx
(a2+x2)n (

R
dx

(a2+x2)n�1 integraline k¬smi integrasyon uygulan¬r. u =
1

(a2+x2)n�1 ve dv = dx)
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2.2.1 Ek Sorular

Örnek 69 Aşa¼g¬daki integralleri hesaplay¬n¬z

1.
R

xex

(x+1)2 dx (u = xe
x ve dv = dx

(x+1)2 )

2.
R p

x2 + a2dx

3.
R
x ln(x2 + 1)dx

4.
R
arctan

p
xdx

5.
R

dx
(1+x2)2

6.
R

dx
(4x2+4x+2)2

7.
R
ln(x+

p
1 + x2)dx

8.
R �

2
�
4
x csc2 xdx

9.
R 4
1
e
p
xdx

10.
R
sin2 xdx

Örnek 70 Aşa¼g¬daki integraller için bir indirgeme formülü bulunuz.

1.
R
sinn xdx

2.
R

dx
cosn x

3.
R
(lnx)ndx

Örnek 71 Aşa¼g¬daki eşitli¼gi do¼grulay¬n¬z.Z b

a

 Z b

x

f(t)dt

!
dx =

Z b

a

(x� a)f(x)dx:

Bundan yararlanarak aşa¼g¬daki integralleri hesaplay¬n¬z.

1.
R �

2

0
x sinxdx

2.
R 1
0
xexdx

3.
R �
�
2
(2x� �) cosxdx

2.3 Trigonometrik ·Integraller

Bu integraller alt¬temel trigonometrik fonksiyonun cebirsel birleşimlerini içerem
integrallerdir. Bunlar¬ ilke olarak her zaman sinüs ve kosinüs cinsinden ifade
edebiliriz, ancak

R
sec2 xdx = tanx+C integralinde oldu¼gu gibi başka fonksiy-

onlarla çal¬̧smak daha basit olabilir.
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2.3.1 Sünüs ve Kosinüsün Kuvvetlerinin Çarp¬m¬

m ve n negatif olmayan tam say¬lar olmak üzereZ
sinm x cosn xdx

şeklindeki integrali göz önüne alal¬m. m ve n nin durumlar¬na göre uygun
de¼gi̧sken de¼gi̧sikli¼gini iki duruma ay¬rabiliriz.

� m tek ise cosx = t, n tek ise sinx = t dönüşümü uygulan¬r. (Her ik-
isininde tek olmas¬durumunda yüksek dereceli olana dönüşüm uygulamak
integralin hesaplanmas¬n¬kolaylaşt¬r¬r)

� m ve n nin her ikiside çift ise integral sin2 x = 1�cos 2x
2 ve cos2 x = 1+cos 2x

2
eşitlikleri yard¬m¬yla cos 2x in kuvvetleri cinsinden yaz¬labilir.

Örnek 72
R
sin3 x cos2 xdx integralini hesaplay¬n¬z. cosx = t dönüşümü ileZ
sin3 x cos2 xdx =

Z
sin2 x cos2 x sinxdx

=

Z
(1� cos2 x) cos2 x sinxdx

=

Z
(1� cos2 x) cos2 x sinxdx

=

Z
(t2 � 1)t2dt

=
t5

5
� t

3

3
+ C

=
cos5 x

5
� cos

3 x

3
+ C

bulunur.

Örnek 73
R
cos5 xdx integralini hesaplay¬n¬z.

Örnek 74
R
sin2 x cos4 xdx = 1

16x+
1
64 sin 2x�

1
64 sin 4x�

1
192 sin 6x integralini
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hesaplay¬n¬z.Z
sin2 x cos4 xdx =

Z
1� cos 2x

2

�
1 + cos 2x

2

�2
dx

=
1

8

Z
(1� cos2 2x)(1 + cos 2x)dx

=
1

8

Z
(1 + cos 2x� cos2 2x� cos3 2x)dx

=
1

8

�
x+

sin 2x

2
�
Z
cos2 2xdx�

Z
cos3 2xdx

�
=

1

8

�
x+

sin 2x

2
�
Z
1 + cos 4x

2
dx�

Z
(1� sin2 2x) cos 2xdx

�
=

1

8

�
x+

sin 2x

2
� x
2
+� sin 4x

8
� 1
2

Z
(1� t2)dt

�
=

1

8

�
x+

sin 2x

2
� x
2
+� sin 4x

8
� 1
2
(sin 2x� sin

3 2x

3

�
+ C

=
1

16

�
x� sin 4x

4
+
sin3 2x

3

�
+ C

2.3.2 Kareköklerden Kurtulmak

Baz¬ trigonumetrik özdeşliklerden yararlanarak kareköklü trigonometrik inte-
gralleri basitçe hesaplayabiliriz.

Örnek 75
R p

1 + cos 4xdx integralini hesaplamak için 1 + cos 4x = 2 cos2 2x
eşitli¼ginden yaralanabiliriz. O zamanZ p

1 + cos 4xdx =

Z p
2 cos 2xdx

=

p
2

2
sin 2x+ C

olur.

Burada e¼ger belirli integral hesaplanacaksa
p
1 + cos 4x =

p
2 jcosxj yaz¬l-

mal¬d¬r.
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Örnek 76
R �
0

p
1 + cos 2xdx integralini hesaplay¬n¬z.Z �

0

p
1 + cos 2xdx =

Z �

0

p
2 cos2 xdx

=
p
2

Z �

0

jcosxj dx

=
p
2

 Z �
2

0

cosxdx+

Z �

�
2

� cosxdx
!

=
p
2

 Z �
2

0

cosxdx+

Z �

�
2

� cosxdx
!

= 2
p
2

Örnek 77
R �

2

0

p
1 + sin 2xdx integralini hesaplay¬n¬z. 1 + sin 2x = (sinx +

cosx)2 oldu¼gu dikkate al¬n¬rsaZ �
2

0

p
1 + sin 2xdx =

Z �
2

0

p
(sinx+ cosx)2dx

=

Z �
2

0

jsinx+ cosxj dx

=

Z �
2

0

(sinx+ cosx)dx

= 2

bulunur.

Örnek 78
R p

1� sin 4xdx integralini hesaplay¬n¬z.

2.3.3 Tanjant ve Sekant¬n Kuvvetlerinin Çarp¬m¬

m ve n negatif olmayan tam say¬lar olmak üzereZ
tanm x secn xdx

şeklindeki integrali göz önüne alal¬m. Bu tip integraller m ve n nin durumlar¬na
farkl¬yollardan hesaplan¬r.

� n çift ise tanx = t dönüşümü yap¬l¬r ve sec2 x = 1 + tan2 x özdeşli¼ginden
yararlan¬l¬r.

� m tek secx = t dönüşümü yap¬l¬r ve tan2 x = sec2 x � 1 özdeşli¼ginden
yararlan¬l¬r.

� m çift n tek ise tan2 x = sec2 x � 1 özdeşli¼gi ile integral sekant¬n tek
kuvvetleri cinsinsinden yaz¬labilr.
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Örnek 79
R
tan3 x sec4 xdx integralini hesaplay¬n¬z. tanx = t dönüşümü ileZ
tan3 x sec4 xdx =

Z
tan3 x sec2 x sec2 xdx

=

Z
tan3 x(1 + tan2 x) sec2 xdx

=

Z
t3(1 + t2)

=
t4

4
+
t6

6
+ C

=
tan4 x

4
+
tan6 x

6
+ C

bulunur.

Örnek 80 Aşa¼g¬daki integralleri hesaplay¬n¬z.

1.
R
tan4 xdx

2.
R
tan5 x sec3 xdx

3.
R
secxdx

4.
R
tan2 x secxdx

5.
R
tan3 xdx

2.3.4 Sinüs ve Kosinüsün Çarp¬mlar¬R
sin ax sin bxdx,

R
sin ax cos bxdx ve

R
cos ax cos bxdx tipindeki integraller aşa¼g¬-

daki ba¼g¬nt¬lar yard¬m¬yla hesaplan¬r.

sin ax sin bx =
1

2
[cos(a� bx)� cos(a+ b)x]

sin ax cos bx =
1

2
[sin(a+ b)x+ sin(a� b)x]

cos ax cos bx =
1

2
[cos(a+ b)x+ cos(a� b)x]

Örnek 81 Aşa¼g¬daji integralleri hesaplay¬n¬z.

1.
R
sin 3x sin 5xdx

2.
R
sin 4x cos 3xdx

3.
R
cos 5x cos 4xdx
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2.3.5 Ek Sorular

Örnek 82 Aşa¼g¬daki integralleri hesaplay¬n¬z.

1.
R
sin4 x cos3 xdx

2.
R
cot5 x csc4 xdx

3.
R
sin3 x
cos2 xdx

4.
R

dx
sin2 x cos4 x

5.
R

dx
(sin x+cos x)2

6.
R q

sin x
cos5 xdx

7.
R p

1� cos 4xdx

8.
R �

6

0

p
1 + sinxdx

9.
R �

2

0
x
p
1� cos 2xdx

10.
R
sin2 x cos 3xdx

11.
R
cos3 x sin 2xdx

Örnek 83
R
x3
p
1� x2dx integralini (a) k¬smi integrasyonla, (b) bir trigonometrik

de¼gişken de¼giştirmesi ile, (c) bir başka de¼gişken de¼giştirmesi ile hesaplay¬n¬z.

2.4 Rasyonel Fonksiyonlar¬n Basit Kesirlere Ay¬rma ·Ile
·Integrasyonu

Hat¬rlanaca¼g¬gibi bir rasyonel fonksiyon, iki polinomun oran¬şeklinde yaz¬lan
fonksiyonlard¬r. Bu kesimde bir rasyonel fonksiyonun integralinin nas¬l hesa-
planaca¼g¬n¬görece¼giz. Bunun için rasyonel fonksiyonlar¬daha basit kesirlerin
toplam¬olarak yazaca¼g¬z.
Öncelikle g(x) = 2

x+5 ve h(x) =
3

x+1 rasyonel fonksiyonlar¬n¬ göz önüne
alal¬m. Bu iki fonksiyonun toplam¬

f(x) = g(x) + h(x)

=
2

x+ 5
+

3

x+ 1

=
5x+ 17

(x+ 5)(x+ 1)

=
5x+ 17

x2 + 6x+ 5
(2)
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şeklinde bir rasyonel fonksiyonu verir. Şimdi f fonksiyonunun integralini hesaplama
problemi ile karş¬laşt¬¼g¬m¬z¬düşünelim. Buradan da görülece¼gi üzereZ

5x+ 17

x2 + 6x+ 5
dx =

Z �
2

x+ 5
+

3

x+ 1

�
dx

=

Z
2

x+ 5
dx+

Z
3

x+ 1
dx

= 2 ln jx+ 5j+ 3 ln jx+ 1j+ C

olur. Bu örnek baz¬f(x) = P (x)
Q(x) rasyonel fonksiyonlar¬n¬n integrali için bir yol

göstermektedir. Bu yöntem (2) de gösterilen i̧slemi tersine çevirmekten oluşur.
f(x) = P (x)

Q(x) biçiminde bir rasyonel fonksiyonu göz önüne alal¬m. P (x) ve
Q(x) polinomlar¬n¬n dereceleri s¬ras¬ile m ve n olsun ve bunlar¬n ortak çarpan¬
olmas¬n. E¼ger m < n ise f(x) rasyonel fonksiyonuna bir Has rasyonel fonksiyon
(Has kesir) denir. E¼ger m � n ise f(x) rasyonel fonksiyonu (polinom bölmesi
yap¬larak) bir has kesir ile bir polinomun toplam¬olarak yaz¬labilir. Yani K(x)
bir polinom ve R(x)

Q(x) de has kesir olmak üzere

f(x) =
P (x)

Q(x)
= K(x) +

R(x)

Q(x)

olur. O zaman f(x) in integralinin hesaplanmas¬ için R(x)
Q(x) has kesirinin inte-

gralinin hesaplanmas¬yeterlidir.
Bilindi¼gi gibi katsay¬lar¬reel olan bir polinom, lineer çarpanlar (ax + b)

ile kuadratik çarpanlar¬n (b2 � 4ac < 0 olmak üzere ax2 + bx + c) çarp¬m¬
olarak yaz¬labilmektedir. Dolay¬s¬yla R(x)

Q(x) has kesirinde Q(x) polinomu bu şek-
ilde çarpanlara ayr¬ld¬¼g¬nda bu has kesirin integrallenmesi k � 1 olmak üzere

A

(ax+ b)k
ve

Ax+B

(ax2 + bx+ c)k
(3)

tipinde Basit kesir ad¬verilen kesirlerin integrallenmesine indirgenir. Şimdi
(3) tipindeki fonksiyonlar¬n integrali ile ilgili bir kaç örnek verelim.

Örnek 84 Aşa¼g¬daki integralleri hesaplay¬n¬z.

1.
R

3
x+2dx Z

3

x+ 2
dx = 3 ln (x+ 2) + C

2.
R

5
(x+3)4 dx Z

5

(x+ 3)4
dx = � 5

3 (x+ 3)
3 + C
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3.
R

dx
x2+4x+8 Z

dx

x2 + 4x+ 8
=

Z
dx

(x+ 2)2 + 4

=
1

2
arctan

�
x+ 1

2

�
+ C

4.
R

2x+5
x2+4x+13dx. ·Ilk olarak, paydadaki kuadrati¼gin türevini pay k¬sm¬nda

oluştural¬m.Z
2x+ 5

x2 + 4x+ 13
dx =

Z
2x+ 4 + 1

x2 + 4x+ 13
dx

=

Z
2x+ 4

x2 + 4x+ 13
dx+

Z
dx

x2 + 4x+ 13

= ln(x2 + 4x+ 13) +

Z
dx

(x+ 2)2 + 9

= ln(x2 + 4x+ 13) +
1

3
arctan

�
x+ 2

3

�
+ C

5.
R

2x+5
(x2+6x+10)2 dx:

·Ilk olarak, paydadaki kuadrati¼gin türevini pay k¬sm¬nda
oluştural¬m.Z

2x+ 5

(x2 + 6x+ 10)2
dx =

Z
2x+ 6� 1

(x2 + 6x+ 10)2
dx

=

Z
2x+ 6

(x2 + 6x+ 10)2
dx�

Z
dx

(x2 + 6x+ 10)2

= I1 + I2:

Burada ilk integralde x2 + 6x+ 10 = t dönüşümü yap¬l¬rsa

I1 =

Z
2x+ 6

(x2 + 6x+ 10)2
dx =

Z
dt

t2

= �1
t
+ C1 = �

1

x2 + 6x+ 10
+ C1

olur. ·Ikinci integral ise x+ 3 = t dönüşümü ile

I2 =

Z
dx

(x2 + 6x+ 10)2
=

Z
dx

((x+ 3)2 + 1)2

=

Z
dt

(t2 + 1)2

halini al¬r. Bu son integral ise daha önce aşa¼g¬daki şekilde hesaplanm¬̧st¬.R
dt
t2+1 integraline k¬smi integrasyon uygulan¬rsa (u = 1

t2+1 ; dv = dt)Z
dt

t2 + 1
=

t

t2 + 1
+ 2

Z
t2

(t2 + 1)
2 dt

=
t

t2 + 1
+ 2

Z
dt

t2 + 1
� 2

Z
dt

(t2 + 1)2
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ve buradan Z
dt

(t2 + 1)2
=

t

2(t2 + 1)
+
1

2

Z
dt

t2 + 1

=
t

2(t2 + 1)
+
1

2
arctan t+ C2

bulunur. Sonuç olarak

I1 + I2 = � 1

x2 + 6x+ 10
+

x+ 3

2(x2 + 6x+ 10)
+
1

2
arctan(x+ 3) + C

=
x+ 1

2(x2 + 6x+ 10)
+
1

2
arctan(x+ 3) + C

bulunur.

Şimdi R(x)
Q(x) has kesirinin basit kesirlere ayr¬lmas¬ ile ilgili dikket edilmesi

gereken durumlar¬inceleyelim.

2.4.1 Farkl¬Lineer Çarpanlar

E¼ger Q(x) paydas¬

(a1x+ b1)(a2x+ b2) � � � (anx+ bn)

şeklinde n tane farkl¬ lineer çarpandan oluşuyorsa has kesirin basit kesirlere
ayr¬m¬, A1; A2; � � �An reel sabitler olmak üzere

R(x)

Q(x)
=

A1
a1x+ b1

+
A2

a2x+ b2
+ � � �+ An

anx+ bn

şeklindedir. Yani herbir lineer çarpan için bir basit kesir yaz¬l¬r.

Örnek 85
R

2x+1
(x�1)(x+3)dx integralini hesaplayal¬m.

2x+ 1

(x� 1)(x+ 3) =
A

x� 1 +
B

x+ 3

yaz¬m¬ndan
2x+ 1

(x� 1)(x+ 3) =
A(x+ 3) +B(x� 1)
(x� 1)(x+ 3)

olur. O zaman (A+B)x+ 3A�B = 2x+ 1 eşitli¼ginden

A+B = 2

3A�B = 1

olup A = 3
4 ve B =

5
4 bulunur. O zamanZ
2x+ 1

(x� 1)(x+ 3)dx =

Z �
3=4

x� 1 +
5=4

x+ 3

�
dx

=
3

4
ln jx� 1j+ 5

4
ln jx+ 3j+ C

bulunur.

39



Uyar¬86 Q(x) polinomu n tane farkl¬ lineer çarpandan oluşmas¬halinde has
kesiri basit kesirlere ay¬rman¬n kolay bir yolu vard¬r. Örne¼gin,

x2 + 1

(x� 1)(x� 2)(x� 3) =
A

x� 1 +
B

x� 2 +
C

x� 3

özdeşli¼ginde her iki yan (x� 1) ile çarp¬ld¬¼g¬nda

x2 + 1

(x� 2)(x� 3) = A+
B(x� 1)
x� 2 +

C(x� 1)
x� 3

olur. Bu son ifadede x = 1 koyarsak A = 12+1
(1�2)(1�3) = 1 olur. Benzer şekilde

x2 + 1

(x� 1)(x� 3) =
A(x� 2)
x� 1 +B +

C(x� 2)
x� 3

de x = 2 yaz¬l¬rsa B = �5 bulunur. Yine C = 5 olur. Asl¬nda A say¬s¬
x2+1

(x�1)(x�2)(x�3) has kesirinin paydas¬ndaki (x� 1) çarpan¬n¬kapat¬p x = 1 yaz-
makla bulunabilir. Yani

A =
12 + 1

[(x� 1)]
Kapat

(1� 2)(1� 3) = 1;

B =
22 + 1

(2� 1)[(x� 2)]
Kapat

(2� 3) = �5;

C =
32 + 1

(3� 1)(3� 2)[(x� 3)]
Kapat

= 5

olur. O zaman

x2 + 1

(x� 1)(x� 2)(x� 3) =
1

x� 1 �
5

x� 2 +
5

x� 3

bulunur. Bu yöntem ile basit kesirlerin sabitlerini bulma işlemine Kapatma yön-
temi vaya Heaviside yöntemi denir.

Örnek 87 Aşa¼g¬daki integralleri hesaplay¬n¬z.

1.
R

x�4
x3+3x2�10xdx

2.
R

x2+4x+1
(x2�1)(x+3)dx

3.
R

xdx
(x+1)(x+2)(x+3)
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2.4.2 Tekrarl¬Lineer Çarpanlar

E¼ger Q(x) paydas¬ a ve b reel say¬lar olmak üzere tekrarl¬ (ax + b)k lineer
çarpan¬n¬içeriyorsa has kesirin basit kesirlere ayr¬m¬, A1; A2; � � �An reel sabitler
olmak üzere

R(x)

Q(x)
=

A1
ax+ b

+
A2

(ax+ b)2
+ � � �+ An

(ax+ b)n

şeklindedir. Yani ax + b lineer çarpan¬n¬n herbir kuvveti için bir basit kesir
yaz¬l¬r.

Örnek 88
R
x2+2x+4
(x+1)3 dx integralini hesaplayal¬m.

x2 + 2x+ 4

(x+ 1)3
=

A

x+ 1
+

B

(x+ 1)2
+

C

(x+ 1)3

yaz¬m¬ndan payda eşitleme ile

x2 + 2x+ 4 = A(x+ 1)2 +B(x+ 1) + C

= Ax2 + (2A+B)x+A+B + C

olur. O zaman

A = 1

2A+B = 2

A+B + C = 4

eşitliklerinden A = 1, B = 0 ve C = 3 olarak bulunur. BöyleceZ
x2 + 2x+ 4

(x+ 1)3
dx =

Z �
1

x+ 1
+

3

(x+ 1)3

�
dx

= ln jx+ 1j � 3

2(x+ 1)2
+ C1

olur.

Uyar¬89 Q(x) polinomu tekrarl¬lineer çarpandan oluşmas¬halinde has kesiri
basit kesirlere ay¬rman¬n kolay bir yolu vard¬r. Örne¼gin

x2 + 2x+ 4

(x+ 1)3
=

A

x+ 1
+

B

(x+ 1)2
+

C

(x+ 1)3

ifadesinden payda eşitleme ile

x2 + 2x+ 4 = A(x+ 1)2 +B(x+ 1) + C (4)

yaz¬l¬r. Burada x = �1 yaz¬ld¬¼g¬nda C = 3 bulunur. (4) eşitli¼ginden türev
al¬rsak

2x+ 2 = 2A(x+ 1) +B
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olup x = �1 yaz¬l¬rsa B = 0 ve yine türev alarak

2 = 2A

dan A = 1 bulunur.

Örnek 90 Aşa¼g¬daki integralleri hesaplay¬n¬z.

1.
R

x�1
(x+1)3 dx

2.
R

x2

(x+2)3 dx

2.4.3 Lineer Çarpan ile Tekrarl¬Lineer Çarpan

Örnek 91
R

6x�1
x3(2x�1)dx integralini hesaplayal¬m. Yukar¬daki aç¬klamalar dikkate

al¬nd¬¼g¬nda intagrant

6x� 1
x3(2x� 1) =

A

x
+
B

x2
+
C

x3
+

D

2x� 1

şeklinde basit kesirlere ayr¬labilir. Buradan

6x� 1 = Ax2(2x� 1) +Bx(2x� 1) + C(2x� 1) +Dx3

= (2A+D)x3 + (�A+ 2B)x2 + (�B + 2C)x� C

olur. Bu eşitlikte x = 0 al¬n¬rsa C = 1 ve x = 1
2 al¬nd¬¼g¬nda D = 16 bulunur.

Yine x3 ve x2 nin katsay¬lar¬dikkate al¬n¬rsa A = �8 ve B = �4 olur. O zamanZ
6x� 1

x3(2x+ 1)
dx =

Z �
� 8
x
� 4

x2
+
1

x3
+

16

2x� 1

�
dx

= �8 ln jxj+ 4

x
� 1

2x2
+ 8 ln j2x� 1j+ C1

elde edilir.

Örnek 92 Aşa¼g¬daki integralleri hesaplay¬n¬z.

1.
R

3x+5
x3�x2�x+1dx

2.
R

xdx
(x+1)2(x+2)2

3.
R

dx
x(x+1)2

4.
R

dx
(x2�1)2
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2.4.4 Kuadratik Çarpan

E¼ger has kesirin Q(x) paydas¬nda (b2 � 4ac < 0 olmak üzere)

ax2 + bx+ c

şeklinde kuardaratik çarpan varsa bu çarpan için basit kesir, A;B reel sabitler
olmak üzere

Ax+B

ax2 + bx+ c

şeklindedir. Her farkl¬kuadratik çarpan için A ve B farkl¬al¬narak bir basit
kesir yaz¬l¬r. Tekrarl¬kuadratik çarpan için ise tekrarl¬lineer çarpanda oldu¼gu
gibi i̧slem yap¬l¬r.

Örnek 93
R

x+3
x4+9x2 dx integralini hesaplayal¬m. Payda x4 + 9x2 = x2(x2 +

9) şeklinde bir tekrarl¬ lineer çarpan ile bir kuadratik çarpan¬n çarp¬m¬d¬r. O
zaman integrant

x+ 3

x4 + 9x2
=
A

x
+
B

x2
+
Cx+D

x2 + 9

biçiminde basit kesirlere ayr¬l¬r. Buradan

x+ 3 = A(x3 + 9x) +B(x2 + 9) + (Cx+D)x2

= (A+ C)x3 + (B +D)x2 + 9Ax+ 9B

olup x = 0 yaz¬l¬rsa B = 1
3 bulunur. Yine A =

1
9 , C = �

1
9 ve D = � 1

3 olur. O
zamanZ

x+ 3

x4 + 9x2
dx =

Z �
1

9x
+

1

3x2
� x+ 3

9(x2 + 9)

�
dx

=
1

9
ln jxj � 1

3x
� 1
9

Z
x+ 3

x2 + 9
dx

=
1

9
ln jxj � 1

3x
� 1

18

Z
2x+ 6

x2 + 9
dx

=
1

9
ln jxj � 1

3x
� 1

18

Z
2x

x2 + 9
dx� 1

3

Z
dx

x2 + 9

=
1

9
ln jxj � 1

3x
� 1

18
ln(x2 + 9)� 1

9
arctan

x

3
+ C1

=
1

18
ln(

x2

x2 + 9
)� 1

3x
� 1
9
arctan

x

3
+ C1

bulunur.

Örnek 94
R

4x
(x2+1)(x2+2x+3)dx integralini hesaplayal¬m. Payda farkl¬iki kuadratik

çarpan¬n çarp¬m¬d¬r. O zaman integrant

4x

(x2 + 1)(x2 + 2x+ 3)
=
Ax+B

x2 + 1
+

Cx+D

x2 + 2x+ 3
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biçiminde basit kesirlere ayr¬l¬r. Buradan

4x = (Ax+B)(x2 + 2x+ 3) + (Cx+D)(x2 + 1)

= (A+ C)x3 + (2A+B +D)x2 + (3A+ 2B + C)x+ 3B +D

den

A+ C = 0

2A+B +D = 0

3A+ 2B + C = 4

3B +D = 0

bulunur. Denklemlerin çözümü A = 1; B = 1C = �1 ve D = �3 de¼gerlerini
verir. O zamanZ

4xdx

(x2 + 1)(x2 + 2x+ 3)
=

Z �
x+ 1

x2 + 1
� x+ 3

x2 + 2x+ 3

�
dx

=

Z
x+ 1

x2 + 1
dx�

Z
x+ 3

x2 + 2x+ 3
dx

=
1

2

Z
2x

x2 + 1
dx+

Z
1

x2 + 1
dx� 1

2

Z
2x+ 2 + 4

x2 + 2x+ 3
dx

=
1

2
ln(x2 + 1) + arctanx� 1

2

Z
(2x+ 2)dx

x2 + 2x+ 3
� 2

Z
dx

x2 + 2x+ 3

=
1

2
ln(x2 + 1) + arctanx� 1

2
ln(x2 + 2x+ 3)� 2

Z
dx

(x+ 1)2 + 2

=
1

2
ln

�
x2 + 1

x2 + 2x+ 3

�
+ arctanx�

p
2 arctan(

x+ 1p
2
) + C1

bulunur.

Örnek 95
R

x2

(x2+1)2 dx integralini hesaplayal¬m. Payda da bir tekrarl¬kuadratik
çarpan vard¬r. O zaman integrant

x2

(x2 + 1)2
=
Ax+B

x2 + 1
+
Cx+D

(x2 + 1)2

biçiminde basit kesirlere ayr¬l¬r. Buradan

x2 = (Ax+B)(x2 + 1) + Cx+D

= Ax3 +Bx2 + (A+ C)x+B +D
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ve böylece A = 0, B = 1; C = 0 ve D = �1 bulunur. O zamanZ
x2

(x2 + 1)2
dx =

Z �
1

x2 + 1
� 1

(x2 + 1)2

�
dx

=

Z
dx

x2 + 1
�
Z

dx

(x2 + 1)2

= arctanx� x

2(x2 + 1)
� 1
2
arctanx+ C1

= � x

2(x2 + 1)
+
1

2
arctanx+ C1

bulunur.

Örnek 96 Aşa¼g¬daki integralleri hesaplay¬n¬z.

1.
R �2x+4
(x2+1)(x�1)2 dx

2.
R
2x3�4x2�x�3
x2�2x�3

3.
R

dx
x(x2+1)2

4.
R

x2

x4�1dx

5.
R
x2�x+2
x3�1 dx

6.
R

dx
x2+x+1

7.
R

dx
x3+1

8.
R

dx
x4+1

2.4.5 ·Integrant¬Rasyonel Hale Getirerek ·Integralleme

Baz¬cebirsel ve transandant fonksiyonlar uygun bir de¼gi̧sken de¼gi̧simi ile rasy-
onel hale dönüştürülebilir. Böylece yukar¬da belirtilen yollar ile integralleme
yap¬labilir.

Örnek 97
R

dx
x
p
x+1

integralinde x+ 1 = t2 dönüşümü yap¬l¬rsaZ
dx

x
p
x+ 1

=

Z
2dx

t2 � 1

=

Z �
1

t� 1 �
1

t+ 1

�
dt

= ln

���� t� 1t+ 1

����+ C
= ln

����px+ 1� 1p
x+ 1 + 1

����+ C
olur.
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P (x) bir polinom, a; b; c; d reel say¬lar ve n bir pozitif tam say¬olmak üzere
olmak üzere Z

P (x) n

r
ax+ b

cx+ d
dx

tipindeki integraller
ax+ b

cx+ d
= tn

dönüşümü yard¬m¬yla bir rasyonel fonksiyonun integraline dönüştürülebilir.

Örnek 98
R q

x
2�xdx integralini hesaplayal¬m.

x
2�x = t2 denirse x = 2t2

1+t2

olur. Ozaman dx = 4t
(1+t2)2

dt olaca¼g¬ndanZ r
x

2� xdx =
Z

4t2

(1 + t2)
2 dt

olur. Bu son integral bir rasyonel fonksiyonun integralidir ve basit kesirler
yard¬m¬yla hesaplanabilir. Ancak biz burada hem farkl¬ bir yol ö¼grenmek ve
hemde integrali daha kolay hesaplamak için t = tanu dönüşümü yapal¬m. O
zaman dt = sec2 udu olupZ r

x

2� xdx =

Z
4t2

(t2 + 1)
2 dt

=

Z
4 tan2 u

(1 + tan2 u)2
sec2 udu

= 4

Z
tan2 u

sec2 u
du

= 4

Z
sin2 udu

= 2

Z
(1� cos 2u)du

= 2u� sin 2u+ C
= 2arctan t� 2 sin(arctan t) cos(arctan t) + C

= 2arctan t� 2t

1 + t2
+ C

= 2arctan

r
x

2� x �
2
q

x
2�x

1 + x
2�x

+ C

= 2arctan

r
x

2� x �
p
2x� x2 + C

bulunur.

Örnek 99 Aşa¼g¬daki integralleri uygun bir de¼gişken de¼gişimi ile rasyonal hale
getirerek hesaplay¬n¬z.
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1.
R p

1 + exdx

2.
R p

x+1+1
3
p
x+1

dx

3.
R

xdx

x� 3p
x4

4.
R
e3x�ex
e2x+1 dx

5.
R

dx
cos x

6.
R

cos xdx
1�sin3 x

7.
R

dx
cos2 x�sin 2x

8.
R

cos xdx
cos3 x+sin3 x

9.
R

dx
1+sin2 x

2.4.6 Ek Sorular

Örnek 100 Aşa¼g¬daki integralleri hesaplay¬n¬z.

1.
R
4x2�3x�4
x3+x2�2xdx

2.
R
x3�4x�1
x(x�1)3 dx

3.
R
5x3�3x2+2x�1

x4+x2 dx

4.
R

x3

x2+1dx

5.
R
x3+x2+2x+1
(x2+1)(x2+2)dx

6.
R

dx
x(x4+1)

7.
R

x4

x2�1dx

Örnek 101 Aşa¼g¬daki integralleri rasyonal hale getirerek hesaplay¬n¬z.

1.
R

dxp
x+ 3

p
x

2.
R

1+ln x
x(3+2 ln x)2 dx

3.
R q

x+1
x�1dx

4.
R
x arctanxdx

5.
R
x2 ln(1 + x)dx
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6.
R

dx
2+sin x+cos x

7.
R

dx
x
p
x+9

8.
R p

x+1
x dx

9.
R

dx
sin x cos3 x

10.
R p

1+x2

2+x2 dx

2.5 Baz¬·Irrasyonel Fonksiyonlar¬n ·Integrali

Bu kesimde baz¬irrasyonel fonksiyonlar¬n¬n integralinin hesaplanmas¬nda kul-
lan¬lan yöntemler üzerinde duraca¼g¬z.

2.5.1
R

dxp
ax2+bx+c

integralinin hesab¬

a; b ve c reel sabitlerinin durumlar¬na göre ax2 + bx + c ifadesi k2 � u2 veya
u2 � k2 haline dönüştürülebilir. Bu durumdaZ

dup
k2 � u2

= arcsin
u

k
+ C veyaZ

dup
u2 � k2

= ln(u+
p
u2 � k2) + C

eşitliklerinden yararlan¬larak integral hesaplan¬r.

Örnek 102
R

dxp
3+2x�x2 integralini hesaplayal¬m. x� 1 = u dönüşümü ileZ

dxp
3 + 2x� x2

=

Z
dxp

4� (x� 1)2

=

Z
dup
4� u2

= arcsin
u

2
+ C

= arcsin
x� 1
2

+ C

bulunur.

Örnek 103
R

dxp
4x2+4x+3

integralini hesaplayal¬m. 2x+ 1 = u dönüşümü ileZ
dxp

4x2 + 4x+ 3
=

Z
dxp

(2x+ 1)2 + 2

=
1

2

Z
dup
u2 + 2

=
1

2
ln(u+

p
u2 + 2) + C

=
1

2
ln(2x+ 1 +

p
4x2 + 4x+ 3) + C
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bulunur.

2.5.2
R

mx+np
ax2+bx+c

dx integralinin hesab¬

Bu tip integrallerde yap¬lacak ilk i̧s, kök içinin türevini integrant¬n pay k¬sm¬nda
oluşturmakt¬r. Burada önce x in katsay¬s¬n¬n oluşturulmas¬na dikkat edilmelidir.
Daha sonra yukar¬daki teknik kullan¬larak integral hesaplanabilir.

Örnek 104
R

3x+2p
x2+4x+1

dx integralini hesaplayal¬m.Z
3x+ 2p
x2 + 4x+ 1

dx =
1

2

Z
6x+ 4p
x2 + 4x+ 1

dx

=
3

2

Z
2x+ 4

3 + 4� 4p
x2 + 4x+ 1

dx

=
3

2

Z
(2x+ 4)dxp
x2 + 4x+ 1

� 4
Z

dxp
x2 + 4x+ 1

olur. ·Ik integral x2 + 4x + 1 = t dönüşümü ile hesaplanabilir. ·Ikincisinde ise
yukar¬daki teknik kullan¬l¬r. OzamanZ

3x+ 2p
x2 + 4x+ 1

dx =
3

2

Z
(2x+ 4)dxp
x2 + 4x+ 1

� 4
Z

dxp
x2 + 4x+ 1

= 3
p
x2 + 4x+ 1� 4

Z
dxp

(x+ 2)2 � 3

= 3
p
x2 + 4x+ 1� 4 ln(x+ 2 +

p
x2 + 4x+ 1) + C

bulunur.

2.5.3
R Pn(x)p

ax2+bx+c
dx integralinin hesab¬

Pn, n: dereceden bir polinom olmak üzere bu tip integraller için özel bir hesaplama
yöntemi vard¬r. Böyle bir integral Qn�1, n � �1: dereceden bir polinom ve �
bir sabit olmak üzere daimaZ

Pn(x)p
ax2 + bx+ c

dx = Qn�1(x)
p
ax2 + bx+ c+ �

Z
dxp

ax2 + bx+ c
(5)

biçiminde yaz¬labilir. Qn�1 polinomu ile � sabitinin bulunmas¬durmunda in-
tegral kulayl¬kla hesaplanabilir. (5) eşitli¼ginin her iki yan¬n¬n türevi al¬narak
Qn�1 polinomu ile � sabiti bulunabilir.

Örnek 105
R

2x2�3xp
x2�2x+5dx integralini hesaplayal¬m. Yukar¬daki düşünce ileZ

2x2 � 3xp
x2 � 2x+ 5

dx = (Ax+B)
p
x2 � 2x+ 5 + �

Z
dxp

x2 � 2x+ 5
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yaz¬l¬r. Türev alma işlemi ile

2x2 � 3xp
x2 � 2x+ 5

= A
p
x2 � 2x+ 5 + (Ax+B)(x� 1)p

x2 � 2x+ 5
+

�p
x2 � 2x+ 5

=
A(x2 � 2x+ 5) + (Ax+B)(x� 1) + �p

x2 � 2x+ 5

=
2Ax2 + (�3A+B)x+ 5A�B + �p

x2 � 2x+ 5

bulunur. Buradan 2A = 2; �3A+B = �3 ve 5A�B+� = 0 dan A = 1, B = 0
ve � = �5 bulunur. OzamanZ

2x2 � 3xp
x2 � 2x+ 5

dx = x
p
x2 � 2x+ 5� 5

Z
dxp

x2 � 2x+ 5

= x
p
x2 � 2x+ 5� 5

Z
dxp

(x� 1)2 + 4

= x
p
x2 � 2x+ 5� 5 ln(x� 1 +

p
x2 � 2x+ 5) + C

bulunur.

2.5.4 Ek Sorular

Örnek 106 Aşa¼g¬daki integralleri hesaplay¬n¬z.

1.
R

dxp
x2�2x+3

2.
R

x+3p
x2+2x+2

dx

3.
R
x4+4x2p
x2+1

dx

4.
R

1�xp
8+2x�x2 dx

5.
R

x+1p
2x�x2 dx

6.
R

x4�2p
x2+1

dx

2.6 Bölüm Sonu Problemler

Örnek 107 Aşa¼g¬daki limitleri bulunuz. Cevab¬n¬z¬n aşamalar¬n¬belirtiniz.

1. lim
x!0

x
xR
0

sin(t2)dt

sin x4

2. lim
n!1

nP
i=1

1

n
sin

�
�i

n

�
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Örnek 108
1
2R

� 1
2

q
1�x
1+x arcsinxdx belirli integralini hesaplay¬n¬z. Cevab¬n¬z¬n aşa-

malar¬n¬belirtiniz.

Örnek 109
R

xdxp
1�x4 belirsiz integralini hesaplay¬n¬z. Cevab¬n¬z¬n aşamalar¬n¬belir-

tiniz.

Örnek 110
R
cosx sin2 x ln (sinx) dx belirsiz integralini bulunuz. Cevab¬n¬z¬n aşa-

malar¬n¬belirtiniz.

Örnek 111 Aşa¼g¬daki integralleri hesaplay¬n¬z. Cevab¬n¬z¬n aşamalar¬n¬belirtiniz.

1.
Z

dx
2+cos x

2.

4Z
1

e
p
xdx

Örnek 112 f (x) =

3x+1Z
2x

sin
�
t4
�
dt fonksiyonunun türevini bulunuz. Cevab¬n¬z¬n

aşamalar¬n¬belirtiniz.

Örnek 113

bZ
a

�
2 + x� x2

�
dx integralini maksimum yapan a ve b reel de¼gerlerini

bulunuz. Cevab¬n¬z¬n aşamalar¬n¬belirtiniz.

Örnek 114
Z

dx

2 + cosx
belirsiz integralini hesaplay¬n¬z. Cevab¬n¬z¬n aşamalar¬n¬

belirtiniz.

Örnek 115
Z
x
p
x2 + 2x+ 4dx belirsiz integralini hesaplay¬n¬z. Cevab¬n¬z¬n aşa-

malar¬n¬belirtiniz.

Örnek 116 lim
n!1

nP
k=1

n2

(n+ k)
3 limitini hesaplay¬n¬z.

Örnek 117 Aşa¼g¬da verilen fonksiyonlar¬n belirtilen aral¬klardaki ortalama de¼gerini
bulunuz.

1. f(x) = x4, [0; 2]

2. f(x) =
p
x, [1; 4]

3. f(x) = sin 2x,
�
0; �2

�
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Örnek 118 Kalkülüsün Temel Teoremini kullanarak verilen fonksiyonlar¬n türevini
hesaplay¬n¬z.

1. f(x) =
R x
�1(t

2 + 1)17dt

2. f(x) =
R 10
x
(t+ 1

t )dt

3. f(x) =
R x2
0

p
1 + t3dt

4. f(x) =
R sin x
1

(t2 + 2)3dt

Örnek 119
R 1
�1

dx
x2 = � 1

x

��1
�1 = �2 ifadesi do¼gru mudur? Bu durum Kalkülüsün

Temel Teoremi ile çelişir mi? Neden? ·Integrant¬n gra�¼gini çiziniz ve bu durumu
yorumlay¬n¬z.

Örnek 120 limn!1

nX
i=1

2i

n2
limitini bir integralin de¼geri oldu¼gu fark¬na vararak

hesaplay¬n¬z.

Örnek 121 Yar¬çap¬3 birim olan küre merkezinden x birim uzakl¬kta bir dü-
zlemle kesiliyor. Dairesel dik kesitin alan¬n¬n ortalama de¼gerini bulunuz.

Örnek 122
R 2
0
kxk dx integralini hesaplay¬n¬z. Buradan f(x) = kxk fonksiy-

onunun [0; 2] aral¬¼g¬ndaki y ortalama de¼gerini bulunuz. [0; 2] aral¬¼g¬nda f(x) = y
eşitli¼gini sa¼glayan bir x noktas¬var m¬d¬r?

Örnek 123
R 2
0

p
x3 + 1dx integraline alt ve üst s¬n¬r bulunuz.

Örnek 124 Aşa¼g¬daki integralleri hesaplay¬n¬z.

1.
R 0
�1(2x� e

x)dx

2.
R 4
1
dxp
x

3.
R 2
1
x2+1p
x
dx

4.
R 1

2

0
dxp
1�x2

5.
R �

4

0
1+cos2 x
cos2 x dx

6.
R 2
�1
��x� x2�� dx

Örnek 125 f(t) =
R t2
1

p
1+u4

u du ve F (x) =
R x
1
f(x)dx ise F 00(2) yi hesaplay¬n¬z.

Örnek 126 [�2; 2] aral¬¼g¬nda f(x) =
p
4� x2 fonksiyonunun ortalam de¼gerini

bulunuz. (Belirli integrali alan gibi yorumlayarak hesaplay¬n¬z)
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Örnek 127
R x
0
f(t)dt = x cos�x ise f(4) nedir?

Örnek 128 f türevlenebilen bir fonksiyon, f 0 �1=p2� = 4 ve y = sin xR
0

f (t) dt ise

y0 + y00 toplam¬n¬n x = �=4 noktas¬ndaki de¼gerini bulunuz.

Örnek 129
R 1

(1 + x2)
3=2
dx integralini hesaplay¬n¬z.

Örnek 130 n pozitif tamsay¬olsun.

1.
R
cosn xdx integraline indirgeme formülü bulunuz.

2. indirgeme formülünü kullanarak
�=2R
0

cos3 xdx integralini hesaplay¬n¬z.

Örnek 131 f 0 (x) = cos x
x , f

�
�
2

�
= 6 ve f

�
3�
2

�
= 2 ise

3�=2R
�=2

f (x) dx integralini

hesaplay¬n¬z.

Örnek 132
R
1
x

p
9x2 � 16dx integralini hesaplay¬n¬z.

Örnek 133 Aşa¼g¬daki integralleri belirli integral tan¬m¬n¬kullanarak hesaplay¬n¬z

1.
R 1
0
exdx

2.
R 2
1
(1� x3)dx

Örnek 134 Aşa¼g¬daki belirsiz integralleri hesaplay¬n¬z.

1.
R x4

1 + x10
dx

2.
R dx

a2 + x2

3.
R dxp

a2 � x2

4.
R dxp

3� 2x� x2

5.
R 4
p
x+ 1 + 2
6
p
x+ 1

dx

6.
R
xex

2

dx
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7.
R (1 +px)4p

x
dx

8.
R sin 2xp

1� sin4 x
dx

9.
R dx

1 + ex

10.
R 1� cosx
1 + cosx

dx

11.
R
tan2 xdx

12.
R sinx

2� sin2 x
dx

13.
R p

1 + cosxdx

Örnek 135 Aşa¼g¬daki belirli integralleri hesaplay¬n¬z.

1.
R �

6

��
6
tan3 xdx

2.
R 4
0

xp
1 + 2x

dx

3.
R 2
0
x kxk dx

4.
R 2
0
x
��1� x2�� dx

5.
R 1
0
x2(1� x)10dx

6.
R e
1

sin(lnx)

x
dx

Örnek 136
R 2
�2(x + 3)

p
4� x2dx integralini iki integralin toplam¬ biçiminde

yazarak ve integrallerden birini alan olarak yorumlayarak hesaplay¬n¬z.

Örnek 137
R 1
0
x
p
1� x4dx integralini, de¼gişken de¼gişikli¼gi yaparak ve ç¬kan in-

tegrali alan olarak yorumlayarak hesaplay¬n¬z.

Örnek 138 f sürekli ve
R 4
0
f(x)dx = 10 ise

R 2
0
f(2x)dx integralini hesaplay¬n¬z.

Örnek 139 f sürekli ve
R 9
0
f(x)dx = 4 ise

R 3
0
xf(x2)dx integralini hesaplay¬n¬z.

Örnek 140 f sürekli bir fonksiyon olmak üzereZ a

0

f(x)dx

f(x) + f(a� x)
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integralini hesaplay¬n¬z. Bundan yararlanarakZ 1

0

x3

3x2 � 3x+ 1dx;
Z �

2

0

3
p
sin2 x

3
p
sin2 x+

3
p
cos2 x

dx

integrallerini hesaplayn¬

Örnek 141 Aşa¼g¬daki integralleri hespalay¬n¬z

1.
R 3
0
x kxk dx

2.
R 3
�1
��x3 � 3x2 + 2x�� dx

3.
R �
0

dx
1+4 sin2 x

4.
R 1
0

q
x
2�xdx

5.
R 1
0
x2(1� x)8dx

6.
R 1
0
x3(1� x2)8dx

7.
R �
0

x sin xp
1+sin2 x

dx

8.
R 1
�1 ln(x+

p
1 + x2)dx

Örnek 142 f(x) =

8<: jx� 2j ; �2 � x � 1

jxj ; 1 < x � 2
ise
R 2
�2 f(x)dx =?

Örnek 143
R x2
1
2
f(t)dt = x

1
x ise f(1) =?

Örnek 144
R x2
0
f(t)dt = x cos�x ise f(4) =?

Örnek 145
R f(x)
0

t2dt = x cos�x ise f(4) =?

Örnek 146 Sürekli türeve sahip f fonksiyonu için f(0) = 1
2 ve f(1) = e

oldu¼guna göre
R 1
0
f 0(x)�f(x)

ex dx =?

Örnek 147 limn!1
e�1
n ln

 
nY
k=1

�
1 + k(e�1)

n

�!
=?

Örnek 148 limx!0
1
x2

R x3
x2

sin t
t dt =?

Örnek 149 limh!0
1
h

R 2+h
2

dt
ln t =?
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Örnek 150 d
dx

R ln x
0

f(t)dt = 1 ise f(2) =?

Örnek 151 Aşa¼g¬daki integralleri hesaplay¬n¬z

1.
R 1
0

dx
x3+1

2.
R 1
0

dx
(x2+1)(x+1)2

3.
R ln(1+x)p

1+x
dx

4.
R

2x ln x
(1+x2)2 dx

5.
R

cos x
2�cos xdx

6.
R (x+1)e�x

x2 dx

7.
R �

4

��
4
ln(secx+ tanx)dx

Örnek 152 Türevi kendisinin iki kat¬na eşit olan pozitif bir f fonksiyonu için
f(0) = 1 oldu¼gu biliniyor. f(x) nedir bulunuz.

Örnek 153 Her noktas¬ndaki e¼gimi, o noktan¬n apsisi ile ordinat¬ çarp¬m¬na
eşit olan ve (0; 2) noktas¬ndan geçen e¼grinin denklemimi bulunuz.

Örnek 154 f(x) = xex

(x+1)2 fonksiyonunun [0; 1] aral¬¼g¬ndaki ortalama de¼gerini
bulunuz. Bu aral¬kta f alt¬ndaki görüntüsü f nin ortalama de¼gerine eşit olan
bir nokta var m¬d¬r? Neden?

Örnek 155 Aşa¼g¬daki fonksiyonlarn [�3; 3] aral¬¼g¬ndaki ortalama de¼gerini bu-
lunuz. Bu aral¬kta f alt¬ndaki görüntüsü f nin ortalama de¼gerine eşit olan bir
nokta var m¬d¬r?

1. f(x) =

8<: �x2 ; �3 � x < 0

x2 + 1 ; 0 � x � 3

2. f(x) =

8<: �x2 ; �3 � x < 0
1
2 ; x = 0

x2 + 1 ; 0 < x � 3

Örnek 156 n bir do¼gal say¬olmak üzere
R n
0
kxk dx integralini hesaplay¬n¬z.

Örnek 157 f(x) =
R x
0
sin t
t dt olsun. (f Elektirik mühendisli¼ginde önemli bir

fonksiyondur ve k¬saca Six ile gösterilir.) limx!0
f(x)
x ve limx!1

f(x)
x limit-

lerini bulunuz.

Örnek 158 f(x) =
R x
1
x

p
1 + t4dt ile verilen e¼grinin x = 1 apsisli noktas¬ndaki

te¼getinin denklemini bulunuz.

Örnek 159
R

cos x
(sin x+cos x)3 dx integralini hesaplay¬n¬z.

Örnek 160
R 2
�1 kxk cos

2 xdx integralini hesaplay¬n¬z.
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3 BEL·IRL·I ·INTEGRALLER·INUYGULAMALARI

3.1 Alan Hesab¬

3.1.1 E¼gri Alt¬ndaki Alan

Bu kesimde belirli integral yard¬m¬yla e¼griler taraf¬ndan s¬n¬rlanan bölgelerin
alan¬n¬hesaplayaca¼g¬z. Belirli integral tan¬m¬ndan da hat¬rlanaca¼g¬gibi e¼ger f
fonksiyonu [a; b] aral¬¼g¬üzerinde sürekli ve pozitif ise

R b
a
f(x)dx belirli integrali

aral¬k üzerinde f nin gra�¼gi alt¬nda kalan alan¬vermektedir.

0 2 4

10

20

x

y

a bA

A =
R b
a
f(x)dx

E¼ger f fonksiyonu [a; b] aral¬¼g¬üzerinde negatif ise aral¬k üzerinde f nin gra�¼gi
ile x-ekseni aras¬nda kalan bölgenin alan¬

R b
a
�f(x)dx ile hesaplan¬r.

2 4

­1

1

x

y

a b

A

A =
R b
a
�f(x)dx

E¼ger f fonksiyonu [a; b] aral¬¼g¬üzerinde pozitif ve negatif de¼gerlerden her ikisini
de al¬yorsa, aral¬k üzerinde f nin gra�¼gi ile x-ekseni aras¬nda kalan alan, f nin
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pozitif oldu¼gu bölgedeki alan ile negatif oldu¼gu bölgedeki alan¬n toplam¬olur.

2 4

­1

1

x

y

a b

A2

A1
c

A = A1 +A2 =
R c
a
f(x)dx+

R b
c
�f(x)dx

Sonuç olarak y = f(x) fonksiyonu [a; b] aral¬¼g¬nda sürekli ise, aral¬k üzerinde f
nin gra�¼gi ve x-ekseni taraf¬ndan s¬n¬rlanan bölgenin toplam alan¬k¬saca

A =

Z b

a

jf(x)j dx

eşitli¼gi ile hesaplan¬r.

Örnek 161 f(x) = x2 e¼grisi x = 1 ve x = 3 do¼grular¬ve x-ekseni taraf¬ndan
s¬n¬rlanan bölgenin alan¬

­2 ­1 1 2 3 4

5

10

x

y

A =

Z 3

1

x2dx =
26

3
br2

olur.

Örnek 162 [�2; 2] aral¬¼g¬nda f(x) = x2 + 2x e¼grisi ile x-ekseni taraf¬ndan
s¬n¬rlanan toplam alan¬bulunuz.

­3 ­2 ­1 1 2 3

­5

5

x

y
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A =

Z 2

�2

��x2 + 2x�� dx
=

Z 0

�2
�(x2 + 2x)dx+

Z 2

0

(x2 + 2x)dx

= 8 br2

Örnek 163 f(x) = x2 � 4x + 3 e¼grisi, x = 2 ve x = 4 do¼grular¬ ile x-ekseni
aras¬nda kalan bölgenin alan¬n¬hesaplay¬n¬z.

­1 1 2 3 4 5
­2

2

4

x

y

A =

Z 4

2

��x2 � 4x+ 3�� dx
=

Z 3

2

�(x2 � 4x+ 3)dx+
Z 4

2

(x2 � 4x+ 3)dx

= 2 br2:

Uyar¬164 Benzer düşünce ile x = u(y) e¼grisi, y = c ve y = d do¼grular¬ ile
y-ekseni taraf¬ndan s¬n¬rlanan bölgenin alan¬

A =

Z d

c

ju(y)j dy

şeklinde hesaplan¬r.

Örnek 165 y = lnx e¼grisi, y = 1 ve y = 2 do¼grular¬ ile y-ekseni taraf¬ndan
s¬n¬rlanan bölgenin alan¬n¬bulunuz.

2 4 6 8
­1

1

2

x

y

A =

Z 2

1

eydy = e (e� 1) br2:
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3.1.2 ·Iki E¼gri Taraf¬ndan S¬n¬rlanan Alan

f ve g fonksiyonlar¬[a; b] aral¬¼g¬ndaki her x için f(x) � g(x) eşitsizli¼gini sa¼glayan
sürekli fonksiyonlar olmak üzere y = f(x); y = g(x) e¼grileri ile x = a ve x = b
do¼grular¬taraf¬dan s¬n¬rlalan bölgenin alan¬aşa¼g¬daki şekilde hesaplan¬r.

­1 1 2 3

2

x

y

­1 1 2 3
­2 x

y

­1 1 2 3
­2

2

x

y

A =
R b
a
f(x)dx+

R b
a
g(x)dx A =

R b
a
�g(x)dx�

R b
a
�f(x)dx A =

R b
a
f(x)dx+

R b
a
�g(x)dx

olur. Her durumda da belirtilen bölgenin alan¬

A =

Z b

a

[f(x)� g(x)]dx

eşitli¼gi ile hesaplan¬r. Yani üstteki e¼griden alttaki e¼grinin ç¬kar¬lmas¬ile

y�ust � yalt = f(x)� g(x)

elde edilen fark¬n [a; b] üzerindeki integrali istenen bölgenin alan¬n¬vermektedir.
Ancak f ve g nin gra�kleri [a; b] aral¬¼g¬nda birbirlerini kesiyorlarsa bu formül
geçerli olmaz. Bu durumda f ve g nin kesi̧sme noktalar¬dikkate al¬narak, bu
noktalar aras¬nda y�ust � yalt fark¬oluşturulmal¬d¬r.

5 10

2

x

y

A =

Z c1

a

[f(x)� g(x)]dx+
Z c2

c1

[g(x)� f(x)]dx+
Z b

c2

[f(x)� g(x)]dx

Sonuç olarak y = f(x) ve y = g(x) fonksiyonlar¬ [a; b] aral¬¼g¬nda sürekli ise,
aral¬k üzerinde f ve g nin gra�kleri taraf¬ndan s¬n¬rlanan bölgenin toplam alan¬
k¬saca

A =

Z b

a

jf(x)� g(x)j dx

eşitli¼gi ile hesaplan¬r.
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Uyar¬166 ·Iki e¼gri aras¬nda kalan alan hesaplan¬rken, integrant ile integralin
s¬n¬rlar¬n¬belirlemek kolay olmayabilir. Bunlar¬do¼gru tespit etmek için bölgeyi
çizmek yararl¬olur. Daha sonra, bölge içinde kalacak şekilde y-eksenine paralel
bir şerit çizilir. Şeridin üst ve alt ucundaki e¼griler belirlenir. y�ust � yalt fark¬
integrantt¬r (Bu durumda mutlak de¼gere ihtiyaç kalmaz). ·Integralin s¬n¬rlar¬ise,
şeridin bölge ile kesişti¼gi en sa¼g ve en sol uç noktalard¬r.

Örnek 167 y =
p
x ve y = x2 e¼grileri taraf¬ndan s¬n¬rlanan bölgenin alan¬n¬

hesaplay¬n¬z. Önce bu e¼grilerin kesim noktalar¬n¬bulal¬m. x2 =
p
x ise x = 0

ve x = 1 olur.

1

1

x

y

O zaman

A =

Z 1

0

(y�ust � yalt)dx

=

Z 1

0

(
p
x� x2)dx

=
1

3
br2:

Örnek 168 y = 3x�x3 e¼grisi ile y = x do¼grusu aras¬nda kalan bölgenin alan¬n¬
hesaplay¬n¬z.

­2 ­1 1 2
­2

2

x

y

E¼grilerin kesim noktalar¬n¬n apsisleri �
p
2; 0 ve

p
2 dir.

�
�
p
2; 0
�
aral¬¼g¬nda

y�ust = x ve yalt = 3x�x3 dür.
�
0;
p
2
�
aral¬¼g¬nda ise y�ust = 3x�x3 ve yalt = x

dir. O zaman istenen alan

A =

Z 0

�
p
2

(x� 3x+ x3)dx+
Z p

2

0

(3x� x3 � x)dx

= 2 br2:

Örnek 169 [�4; 2] aral¬¼g¬nda y = x2 + 2x ve y = 4 � x e¼grileri taraf¬ndan
s¬n¬rlanan bölgenin alan¬n¬bulunuz.
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Örnek 170 y = 2x � x2 ve y = x2 parabolleri ile s¬n¬rl¬ bölgenin alan¬n¬ bu-
lunuz.

Örnek 171 y =
p
x; y = 2

p
x ve y = x e¼grilerinin üçü taraf¬ndan s¬n¬rlanan

bölgenin alan¬n¬bulunuz.

1 2 3 4

1

2

3

4

x

y

[0; 1] aral¬¼g¬nda y�ust = 2
p
x ve yalt =

p
x olur. [1; 4] aral¬¼g¬nda ise y�ust = 2

p
x

ve yalt = x olur. O zaman istenen bölgenin alan¬

A =

Z 1

0

(2
p
x�

p
x)dx+

Z 4

1

(2
p
x� x)dx

=
5

2
br2:

Örnek 172 y =
p
x; y = 6 � x ve y = 1 e¼grilerinin üçü taraf¬ndan s¬n¬rlanan

bölgenin alan¬n¬bulunuz.

Uyar¬173 ·Iki e¼gri taraf¬ndan s¬n¬rlanan bölgenin alan¬n¬ bulmada bazen x
de¼gişkenine göre integral almak kullan¬̧sl¬ olmayabilir. u ve v fonksiyonlar¬
[c; d] aral¬¼g¬nda sürekli olmak üzere, bu aral¬k üzerinde x = u(y) ve x = v(y)
e¼grileri taraf¬ndan s¬n¬rlanan bölgenin alan¬

A =

Z d

c

ju(y)� v(y)j dy

ile hesaplan¬r. ·Integral hesaplan¬rken sa¼gdaki e¼griden soldaki e¼gri ç¬kar¬lmal¬d¬r.
Bu durumda mutlak de¼gere ihtiyaç kalmaz.

Örnek 174 y = x � 1 do¼grusu ile y2 = 2x + 6 e¼grisi taraf¬ndan s¬n¬rlanan
bölgenin alan¬n¬hesaplay¬n¬z.

­2 2 4

­2

2

4

x

y
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E¼grilerin kesim noktalar¬(�1;�2) ve (5; 4) noktalar¬d¬r. O zaman istenen böl-
genin alan¬(y de¼gişkenine göre integral alarak)

A =

Z 4

�2
(xsa�g � xsol)dy

=

Z 4

�2
[y + 1� (1

2
y2 � 3)]dy

= 18 br2

olur. Ayn¬bölgenin alan¬n¬x de¼gişkenine göre integral alarak ta hesaplayabiliriz.
Bu durumda [�3;�1] aral¬¼g¬nda y�ust =

p
2x+ 6 ve yalt = �

p
2x+ 6 olur.

[�1; 5] aral¬¼g¬nda ise y�ust =
p
2x+ 6 ve yalt = x� 1 olaca¼g¬ndan istene alan

A =

Z �1

�3
[
p
2x+ 6� (�

p
2x+ 6)]dx+

Z 5

�1
[
p
2x+ 6� (x� 1)]dx

= 18 br2

olur. Ancak burada x de¼gişkenine göre integral alarak hesap yapmak daha zah-
metlidir.

Örnek 175 y2 = 1 � x ve 2y = x + 2 e¼grileri taraf¬ndan s¬n¬rlanan bölgenin
alan¬n¬bulunuz.

Örnek 176 x = 2y ve x = 8�y2 e¼grileri taraf¬ndan s¬n¬rlanan bölgenin alan¬n¬
bulunuz.

3.1.3 Parametrik E¼griler Tarf¬ndan S¬n¬rlana Bölgelerin Alan¬

g ve h türevlenebilir iki fonksiyon olmak üzere�
x = g(t)
y = h(t)

parametrik denklemi ile verilen e¼gri ile x = a ve x = b do¼grular¬ taraf¬ndan
s¬n¬rlanan bölgenin alan¬n¬hesaplamak için

A =

Z b

a

jyj dx

formülünü t de¼gi̧skenine ba¼gl¬yazmak gerekir. Bu durumda dx = g0(t)dt olup t
nin a ve b ye karş¬l¬k gelen de¼gereleri s¬ras¬ile t1 ve t2 olmak üzere

A =

Z b

a

jyj dx =
Z t2

t1

jh(t)j g0(t)dt

olur.

63



Örnek 177 �
x = a cos t
y = b sin t

parametrik denklemi ile verilen elipsin alan¬n¬ bulunuz. Önce elipsin birinci
bölgede bulunan dörtte bir alan¬n¬hesplayal¬m.

­3 ­2 ­1 1 2 3

­4

­2

2

4

x

y

O zaman
A

4
=

Z a

0

jyj dx

olur. x = 0 için t = �
2 ve x = a için t = 0 olaca¼g¬ndan

A

4
=

Z 0

�
2

jb sin tj (�a sin t)dt

= ab

Z �
2

0

sin2 tdt

=
ab

2
(t� sin 2t

2
)

�����2
0

=
�ab

4
br2

olur. Böylece A = �ab br2 bulunur.

Uyar¬178 Yukar¬daki örnekte elips denkelemi x
2

a2 +
y2

b2 = 1 olaca¼g¬ndan birinci

bölgede y = b
q
1� x2

a2 olur. O zaman dörtte bir alan

A

4
=

Z a

0

b

r
1� x

2

a2
dx

=
b

a

Z a

0

p
a2 � x2dx

=
b

a

Z �
2

0

p
a2 � a2 sin2 t(a cos t)dt

= ab

Z �
2

0

cos2 tdt

=
�ab

4
br2
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bulunur. Ancak her parametrik denklemi verilen e¼gri için burada belirtildi¼gi gibi
bir kartezyen denklem elde elmek kolay ve kullan¬̧sl¬olmayabilir.

Örnek 179 �
x = r(t� sin t)
y = r(1� cos t)

parametrik denklemi ile verilen sikloidin bir yay¬n¬n alt¬nda kalan alan¬bulunuz.

­2 2 4 6 8 10

2

4

x

y

2rpi

Sikloidin bir yay¬0 � t � 2� de¼gerleri ile bulunur. O zaman istenen alan

A =

Z 2�r

0

jyj dx =
Z 2�

0

r(1� cos t)r(1� cos t)dt

= r2
Z 2�

0

(1� cos t)2dt = 3�r2 br2

bulunur.

Örnek 180 �
x = r cos3 t
y = r sin3 t

atroid e¼grisi taraf¬ndan s¬n¬rlanan bölgenin alan¬n¬bulunuz.

3.1.4 Ek Sorular

Örnek 181 y = x ve y = 2x do¼grular¬ ile y = x2 parabolü aras¬nda kalan
bölgenin alan¬n¬bulunuz.

Örnek 182 y = x3� 3x e¼grisi ile bu e¼griye (�1; 2) noktas¬nda te¼get olan do¼gru
aras¬nda kalan bölgenin alan¬n¬bulunuz.

Örnek 183 y = x + 2 ve y = 0 do¼grular¬ ile y = 4 � x2 e¼grisi aras¬nda kalan
bölgenin alan¬n¬bulunuz.

Örnek 184 y = x2 e¼grisi ile bu e¼griye (2; 4) noktas¬nda te¼get olan do¼gru ve x-
ekseni aras¬nda kalan bölgenin alan¬n¬bulunuz.

Örnek 185 2y = x + 1 do¼grusu ile x = y2 � 1 e¼grisi aras¬nda kalan bölgenin
alan¬n¬bulunuz.
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Örnek 186 y = 9x � x3 e¼grisi ile bu e¼griye (�1;�8) noktas¬nda te¼get olan
do¼gru aras¬nda kalan bölgenin alan¬n¬bulunuz.

Örnek 187 y =
lnx

2
e¼grisi ile x = 0; y = 0 ve y = 1 do¼grular¬aras¬nda kalan

bölgenin alan¬n¬hesaplay¬n¬z.

Örnek 188 y =
x2

2
ve y =

1

1 + x2
e¼grileri aras¬nda kalan bölgenin alan¬n¬bu-

lunuz.

Örnek 189 Hilal şeklindeki bölgelerin alan¬n¬bulunuz. Büyük çember x2+y2 =
16, küçük çember (x� 2)2 + y2 = 9 denklemleri ile verilmektedir.

5

­4
­2

2
4

x

y

3.2 Hacim Hesab¬

Bu kesimde belirli integral yard¬m¬yla kat¬cisimlerin hacmini hesaplamak için
kullan¬lan yöntemlereden üçü üzerinde duraca¼g¬z. Bir cismin hacmini bulmaya
çal¬̧st¬¼g¬m¬z zaman karş¬laşt¬¼g¬m¬z problem, alan hesaplarken karş¬laşt¬¼g¬m¬z prob-
lemin ayn¬s¬d¬r.

·Ilk olarak Silindir denilen cismi düşünerek başlayal¬m. Genel olarak Silindir,
bir düzlemsel e¼grinin s¬n¬rlad¬¼g¬ bölgenin kendisine dik bir do¼gru veya eksen
boyunca hareket ettirilerek elde edilen bir kat¬cisimdir. Silindirlerin bu eksene
dik olan tüm arakesitleri büyüklük ve şekil olarak ayn¬d¬r.

Kapal¬bir e¼gri taraf¬ndan s¬n¬rlanan düzlemsel bölgenin alan¬A br2 olsun.
Bu bölge kendisine dik bir do¼gru boyunca h birim hareket ettirildi¼ginde bir
silindir elde edilir. O zaman bu silindirin hacmi V = Ah br3 olarak tan¬mlan¬r.
Yani böyle bir silindirin hacmi taban alan¬ ile yüksekli¼gin çarp¬m¬d¬r. Özel
olarak taban, yar¬çap¬r olan bir daire ise silindirin hacmi V = �r2h br3 olur.
Taban, kenar uzunluklar¬a ve b olan bir dikdörtgen ise hacim V = abh br3 olur.
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3.2.1 Kesit Yöntemi

Silindir olmayan bir S cismin hacmini bulmak için dilimleme veya kesit yöntemi
denilen tekni¼gi kullan¬r¬z. Önce S yi parçalara ay¬r¬r ve her parçan¬n hacmini
yaklaş¬k olarak veren bir silindir al¬r¬z. Bütün silindirlerin hacimleri toplam¬
S nin hacminin yaklaş¬k de¼gerini verir. Parçalar¬n say¬s¬n¬n gittikçe artt¬¼g¬bir
limit alma i̧slemi ile S nin kesin hacmini buluruz.
S cismi x-ekseni boyunca uzans¬n ve sol ve sa¼g uçlar¬na a ve b diyelim.

­1 1 2 3 4 5

2

4

x

y

S silindir olmad¬¼g¬ndan x-eksenine dik kesitlerin alan¬ noktadan noktaya
de¼gi̧sebilir. [a; b] aral¬¼g¬n¬

a = x0 < x1 < � � � < xn�1 < xn = b

özelli¼gine uygun noktalar ile n tane alt aral¬¼ga bölelim. Her bir alt aral¬¼g¬n
geni̧sli¼gi �xi = xi�xi�1 dir. Bu noktalardan geçen ve x-ekesnine dik düzlemler
seçelim. Bunlar S cismini n tane dilime ay¬r¬r. Bu dilimlere S1; S2; � � �Sn diyelim
ve tipik bir Sk dilimini göz önüne alal¬m. Genelde bu dilim silindir olmayabilir.
Fakat dilim ince seçilirse Sk bir silindire benzer. Sonuçta k y¬nc¬alt aral¬kta
rastgele seçilen x0k noktas¬ndaki kesit alan¬A(x

0
k) olmak üzere Sk diliminin hacmi

Vk �= A(x0k)�xk olur. Böylece S cisminin hacmi

V = V1 + V2 + � � �Vn

=

nX
k=1

Vk

�=
nX
k=1

A(x0k)�xk

olur. Dilimlerin say¬s¬n¬maks�xk ! 0 olacak şekilde art¬r¬rsak

V = lim
maks�xk!0

nX
k=1

A(x0k)�xk

olur ki bu eşitli¼gin sa¼g taraf¬bir belirli integraldir. O zaman

V =

Z b

a

A(x)dx
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olur. Burada A(x), S cisminin [a; b] aral¬¼g¬ndaki x noktas¬ndan x-eksenine dik
düzlemle elde edilen kesitinin alan¬d¬r.

Uyar¬190 E¼ger S cismi y-ekseninde c ve d noktalar¬aras¬na yerleştirilmiş ise
benzer düşüncelerle hacmi

V =

Z b

a

A(y)dy

olur.

Örnek 191 Yüksekli¼gi h ve taban¬n¬n bir kenar uzunlu¼gu a olan kare tabanl¬
dik piramidin hacmini bulunuz.

­1 1 2 3 4

2

4

x

y

[0; h] aral¬¼g¬nda bir y noktas¬ndan al¬nan kesitin de bir kare olaca¼g¬aç¬kt¬r. bu
karenin bir kenar¬s birim ise

s

a
=
h� y
h

veya s = a
h (h� y) dir. O zaman

A(y) = s2 =
a2

h2
(h� y)2

olur. Böylece piramidin hacmi

V =

Z h

0

A(y)dy =

Z h

0

a2

h2
(h� y)22dy

=
a2

h2

�
�1
3
(h� y)3

�h
0

=
1

3
a2h br3

bulunur.

Örnek 192 Taban¬, bir kenar uzunlu¼gu a olan eşkenar üçgen ve yüksekli¼gi h
olan piramidin hacmini bulunuz.

Örnek 193 r yar¬çapl¬bir kürenin hacim formülünü elde ediniz.
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3.2.2 Disk Yöntemi

Bu yöntem dönel cisimlerin hacimlerini hesaplamada kullan¬l¬r ve yukar¬da bahsedilen
kesit yöntemine dayanmaktad¬r. Düzlemsel bir bölgenin düzlem içindeki bir ek-
sen etraf¬nda döndürülmesi ile elde edilen kat¬cisme dönel cisim denir. y = f(x)
e¼grisi x = a ve x = b do¼grular¬ve x-ekseni taraf¬ndan s¬n¬rlanan bölgenin x-
eksenietraf¬nda döndürülmesi ile oluşan dönel cismin hacmini bulal¬m. [a; b]
aral¬¼g¬ndaki herhangi bir noktadan al¬nan kesit daima bir daire olur. Kesitin
al¬nd¬¼g¬noktan¬n apsisi x ise kesitin alan¬

A(x) = �(yar¬çap)2 = � [f(x)]2

olaca¼g¬ndan cismin hacmi

V =

Z b

a

A(x)dx = �

Z b

a

[f(x)]
2
dx

olarak bulunur. Benzer şekilde x = g(y) e¼grisi, y = c ve y = d do¼grular¬ile y-
ekseni taraf¬ndan s¬n¬rlanan bölgenin y-ekseni etraf¬nda döndürülmesi ile oluşan
dönel cismin hacmi

V = �

Z d

c

[g(y)]
2
dy

olur.

Örnek 194 y =
p
x, 0 � x � 4 e¼grisi ile x-ekseni aras¬nda kalan bölge x-ekseni

etraf¬nda döndürülüyor. Oluşan dönel cismin hacmini bulunuz.

Örnek 195 y = 1p
x
, 1 � x � e e¼grisi ile x-ekseni aras¬nda kalan bölge x-ekseni

etraf¬nda döndürülüyor. Oluşan dönel cismin hacmini bulunuz.

Örnek 196 y = lnx e¼grisi x-ekseni, y-ekseni ve y = 1 do¼gusu aras¬nda kalan
bölge y-ekseni etraf¬nda döndürülüyor. Oluşan dönel cismin hacmini bulunuz.

Uyar¬197 Yukar¬da verilen örneklerde dönel cisim x-ekseni veya y-ekseni etraf¬nda
döndürülen bir bölge ile oluşmaktad¬r. Bunula birlikte herhangi bir do¼gru etraf¬nda
döndürülen bir bilge ilede dönel cisim elde edilebilir. Bu durumda dairesel kesitin
yar¬çap¬na ve dolay¬s¬yla alan¬na dikkat edilmesi gerekmektedir.

Örnek 198 y =
p
x e¼grisi ile y = 1 ve x = 4 do¼grular¬aras¬nda kalan bölgenin

y = 1 do¼grusu etraf¬nda döndürülmesi ile oluşan dönel cismin hacmini bulunuz.

­1 1 2 3 4 5
­1

1

2

3

x

y

69



[1; 4] aral¬¼g¬ndaki x noktas¬ndan al¬nana dairesel dik kesitin yar¬çap¬
p
x � 1

olaca¼g¬ndan kesitin alan¬

A(x) = �(yar¬çap)2 = �
�p
x� 1

�2
olur. O zaman dönel cismin hacmi

V =

Z 4

1

A(x)dx = �

Z 4

1

�p
x� 1

�2
dx =

7

6
� br3

olur.

Örnek 199 x = y2+1 parabolü ile x = 3 do¼grusu aras¬nda kalan bölgenin x = 3
do¼grusu etraf¬nda döndürülmesi ile oluşan dönel cismin hacmini bulunuz.

­1 1 2 3 4 5

­2

­1

1

2

x

y

x = 3 do¼grusuna dik olarak ala¬nana dairesel kesitin yar¬çap¬3�(y2+1) = 2�y2
olup kesitin alan¬

A(y) = �(yar¬çap)2 = �
�
2� y2

�2
olur. O zaman cismin hacmi

V =

Z p
2

�
p
2

A(y)dy = �

Z p
2

�
p
2

�
2� y2

�2
dy =

64

15

p
2� br3

bulunur.

[a; b] aral¬¼g¬nda 0 � g(x) � f(x) olsun. y = f(x), y = g(x) e¼grileri ile
x = a ve x = b do¼grular¬ taraf¬ndan s¬n¬rlanan bölgenin x-ekseni etraf¬nda
döndürülmesi ile oluşan dönel cismi düşünelim. Böyle bir cisim için x-ekesnine
dik kesitler halkasal bölge (pul) olur. O zaman kesitin alan¬

A(x) = � [f(x)]
2 � � [g(x)]2

= �
�
f2(x)� g2(x)

�
olaca¼g¬ndan cismin hacmi

V =

Z b

a

A(x)dx = �

Z b

a

�
f2(x)� g2(x)

�
dx

olur. (Benzer düşünce y-ekseni etraf¬nda döndürülen bölge içinde verilebilir.)
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Örnek 200 y = 2
p
x, y = x2 e¼grilerinin [0; 1] aral¬¼g¬nda kalan parçalar¬aras¬nda

kalan bölgenin x-ekseni etraf¬nda döndürülmesi ile oluşan dönel cismin hacmini
bulunuz.

Örnek 201 0 < a < b olsun. Merkezi (0; b) de bulunan a yar¬çapl¬ bir çem-
ber taraf¬ndan s¬n¬rlanan düzlemsel bölgenin x-ekseni etraf¬nda döndürülmesi ile
oluşan dönel cismin hacmini bulunuz.

Örnek 202 y = x2 + 1 e¼grisi ve y = 3� x do¼grusu ile s¬n¬rl¬bölgenin x-ekseni
etraf¬nda döndürülmesi ile oluşan dönel cismin hacmini bulunuz.

Örnek 203 y = x2 e¼grisi ve y = 2x do¼grusu ile s¬n¬rl¬ bölgenin y-ekseni
etraf¬nda döndürülmesi ile oluşan dönel cismin hacmini bulunuz.

3.2.3 Silindirik Kabuk Yöntemi

Baz¬hacim problemlerini, şimdiye kadar kullan¬lan kesit ve disk yöntemleri ile
hesaplamak çok zordur. Örne¼gin, y = 2x2�x3 e¼grisi ile x-ekseni aras¬nda kalan
bölge y-ekseni etraf¬nda döndürülerek oluşturulan kat¬cismi düşünelim.

­0.5 0.5 1.0 1.5 2.0

1

x

y

Disk yöntemi ile belirtilen cismin hacmini hesaplamak için y = 2x2�x3 eşitli¼gin-
den x i bulmak gerekir ki bu pek kolay de¼gildir. (y0 = 4x� 3x2 = 0 dan x = 0
veya x = 4

3 olur. Bu durumda y(
4
3 ) =

32
27 dir. Böylece hacim disk yöntemine

göre V = �
R 32

27

0
(x2sa�g � x2sol)dy ile hesaplanmal¬d¬r.)

Şimdi bu tip cisimlerin hacmini hesaplamada Silindirik Kabuk Yöntemi de-
nilen bir yöntem geli̧stirece¼giz. Silindirik Kabuk, bir dairesel silindirden yar¬çap¬
daha küçün olan bir başka dairesel silindirin ç¬kar¬lmas¬ ile elde edilen kat¬
cisimdir. ·Iç yar¬çap¬r1 d¬̧s yar¬çap¬r2 ve yükseklihi h olan bir silindirik kabu¼gun
hacmi

V = �(r22 � r21)h
= �(r2 + r2)(r2 � r1)h

= 2�
r2 + r1
2

(r2 � r1)h

olur. Yani
V = 2�(ortalama yar¬çap)(kal¬nl¬k)(yükseklik)
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olur. Şimdi, f fonksiyonu [a; b] üzerinde sürekli ve bu aral¬ktaki her x için
f(x) � 0 olsun. Üstten y = f(x) e¼grisi, alttan x-ekseni ve sol ve sa¼gdan s¬ras¬
ile x = a ve x = b do¼grular¬ ile s¬n¬rl¬ bölge R ve R nin y-ekseni etraf¬nda
döndürülmesi ile oluşan cisim S olsun.

0 2 4

10

20

x

y

a bR

[a; b] aral¬¼g¬n¬
a = x0 < x1 < � � � < xn�1 < xn = b

özelli¼gine uygun noktalar ile n tane alt aral¬¼ga bölelim. Her bir alt aral¬¼g¬n
geni̧sli¼gi �xk = xk � xk�1 d¬r. Bu noktalardan geçen ve x-ekesnine dik do¼gru-
lar seçelim. Bunlar R bölgesini n tane şeride ay¬r¬r. Bu şeritlere R1; R2; � � �Rn
diyelim ve tipik bir Rk şeridini göz önüne alal¬m. Bu şeridin y-ekseni etraf¬nda
döndürülmesi ile oluşan cisim Sk ise S cisminin hacmi Sk lar¬n hacimleri toplam¬d¬r.
Yani

V = V1 + V2 + � � �Vn

=
nX
k=1

Vk

olur. Genel olarak Sk bir silindirik kabul olmamas¬na ra¼gmen (Çünkü Rk tam
olarak dikdörtgen de¼gildir) bir silindirik kabu¼gu and¬r¬r ve böylece şerit ne kadar
ince seçilirse Sk bir Silindirik kabu¼ga o kadar benzer. Sonuçta k y¬nc¬alt aral¬¼g¬n
orta noktas¬x0k =

xk+xk�1
2 olmak üzere Sk n¬n hacmi

Vk �= 2�(ortalama yar¬çap)(kal¬nl¬k)(yükseklik)

= 2�
xk + xk�1

2
(xk � xk�1)f(

xk + xk�1
2

)

= 2�x0kf(x
0
k)�xk

olur. Böylece S cisminin hacmi

V =
nX
k=1

Vk

�=
nX
k=1

2�x0kf(x
0
k)�xk
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Şeritlerin say¬s¬n¬maks�xk ! 0 olacak şekilde art¬r¬rsak

V = lim
maks�xk!0

nX
k=1

2�x0kf(x
0
k)�xk

olur ki bu eşitli¼gin sa¼g taraf¬bir belirli integraldir. O zaman

V = 2�

Z b

a

xf(x)dx

= 2�

Z b

a

(Kabuk Yar¬çap¬)(Kabuk Yüksekli¼gi)dx

olur. Burada ortalama yar¬çap¬n negatif olmamas¬gerekti¼gine dikkat edelim.
E¼ger x0k =

xk+xk+1
2 negatif olursa hacim

V = 2�

Z b

a

jxj f(x)dx

= 2�

Z b

a

(Kabuk Yar¬çap¬)(Kabuk Yüksekli¼gi)dx

ile hesaplanmal¬d¬r. Şimdi daha önce bahsedilen cismin hacmini hesaplayal¬m.

Örnek 204 y = 2x2 � x3 e¼grisi ile x-ekseni aras¬nda kalan bölge y-ekseni
etraf¬nda döndürülerek oluşturulan kat¬cismin hacmini bulal¬m.

V = 2�

Z 2

0

xf(x)dx

= 2�

Z 2

0

x(2x2 � x3)dx

=
16

5
� br3:

Uyar¬205 f ve g fonksiyonlar¬[a; b] üzerinde sürekli ve bu aral¬ktaki her x için
f(x) � g(x) olsun. y = f(x), y = g(x) e¼grileri ile x = a ve x = b do¼grular¬
taraf¬ndan s¬n¬rlanan bölgenin y-ekseni etraf¬nda döndürülmesi ile oluşan cismin
hacmi

V = 2�

Z b

a

xf(x)dx� 2�
Z b

a

xg(x)dx

= 2�

Z b

a

x [f(x)� g(x)] dx

ile hesaplan¬r.

Örnek 206 y = �x2+4x�3 e¼grisi ile y = x�3 do¼grusu aras¬nda kalan bölgenin
y-ekseni ettraf¬nda döndürülmesi ile oluşan cismin hacmini hesaplay¬n¬z.
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1 2 3

­2

2

x

y

V = 2�

Z 3

0

x
�
�x2 + 4x� 3� x+ 3

�
dx

= 2�

Z 1

0

(�x3 + 3x2)dx

=
27

2
� br2

olur.

Uyar¬207 Benzer şekilde sa¼gdan x = u(y) ve soldan x = v(y) e¼grileri ile y = c,
y = d do¼grular¬taraf¬ndan s¬n¬rlanan bölgenin x-ekseni etraf¬nda döndürülmesi
ile oluşan cismin hacmi

V = 2�

Z d

c

y [u(y)� v(y)] dy

ile hesaplan¬r.

Örnek 208 y = lnx e¼grisi x-ekesni, y-ekseni ve y = 1 do¼grusu taraf¬ndan s¬n¬r-
lanan bölge x-ekseni etraf¬nda döndürülüyor Oluşan cismin hacmini bulunuz.

1 2 3 4 5
­0.5

0.0

0.5

1.0

1.5

x

y

V = 2�

Z 1

0

yeydy = 2� br3

bulunur.
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Uyar¬209 [a; b] aral¬¼g¬üzerinde negatif olmayan sürekli f fonksiyonunun gra�¼gi
ile x-ekseni aras¬nda kalan bölge x = L (L < a) do¼grusu etraf¬nda döndürülüyor.
Oluşan cismin hacmi

V = 2�

Z b

a

(Kabuk Yar¬çap¬)(Kabuk Yüksekli¼gi)dx

2�

Z b

a

(x� L)f(x)dx

ile hesaplan¬r

Örnek 210 f(x) = x ve g(x) = (x � 2)2 fonksiyonlar¬n¬n gra�kleri ile s¬n¬rl¬
bölgenin x = �1 do¼grusu etraf¬nda döndürülmesi ile oluşan cismin hacmini
bulunuz.

­1 1 2 3 4

2

4

x

y

V = 2�

Z 4

1

(x� (�1))(x� (x� 2)2)dx

= 2�

Z 4

1

(x+ 1)(�x2 + 5x� 4)dx

=
63

2
� br3

bulunur.

Örnek 211 y = 4�2x, y = 4�x ve y = 0 ile s¬n¬rl¬bölgenin x-ekseni etraf¬nda
döndürülmesi ile oluşan cismin hacmini bulunuz.

Örnek 212 xy = 2, xy = 4, x = 1 ve x = 2 ile s¬n¬rl¬ bölgenin y-ekseni
etraf¬nda döndürülmesi ile oluşan cismin hacmini bulunuz.

Örnek 213 xy = 5 ve x+y = 6 ile s¬n¬rl¬bölgenin y-ekseni etraf¬nda döndürülmesi
ile oluşan cismin hacmini bulunuz.

Örnek 214 f(x) = x�x2 fonksiyonunu gra�¼gi ile x-ekseni aras¬nda kalan böl-
genin x = 2 do¼grusu etraf¬nda döndürülmesi ile oluşan cismin hacmini bulunuz.
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3.2.4 Ek Sorular

Örnek 215 xy = 1, y = 0; x = 1 ve x = 3 ile s¬n¬rl¬bölgenin y = �1 do¼grusu
etraf¬nda döndürülmesi ile oluşan cismin hacmini bulunuz.

Örnek 216 y = x ve y =
p
x ile s¬n¬rl¬ bölgenin x = 2 do¼grusu etraf¬nda

döndürülmesi ile oluşan cismin hacmini bulunuz.

Örnek 217 Birinci bölgede x = 4y ve y = 3
p
x ile s¬n¬rl¬bölgenin x = 8 do¼grusu

etraf¬nda döndürülmesi ile oluşan cismin hacmini bulunuz. Ayn¬bölgenin y = 2
do¼grusu etraf¬nda döndürülmesi ile oluşan cismin hacmini bulunuz.

Örnek 218 S cisminin taban¬, yar¬çap¬ r olan bir dairedir. Tabana dik olan
paralel kesitler, yüksekli¼gi h olan ve farkl¬kenar¬tabanda olan ikizkenar üçgen-
lerdir. S nin hacmini bulunuz.

Örnek 219 S cisminin taban¬ yar¬çap¬ r olan bir dairedir. Tabana dik olan
paralel kesitler karedir. S nin hacmini bulunuz.

Örnek 220 (x � 2)2 + y2

4 = 1 elipsinin x-ekseni etraf¬nda döndürülmesi ile
oluşan cismin hacmini bulunuz.

Örnek 221 x2 + y2 = 1, x = 1 ve y = 1 ile s¬n¬rl¬bölgenin x-ekseni etraf¬nda
döndürülmesi ile oluşan cismin hacmini bulunuz.

Örnek 222 y =
p
x; y = 2 ve x = 0 ile s¬n¬rl¬ bölgenin, (a) x-ekseni, (b) y-

ekseni, (c) y = 2 do¼grusu, (d) x = 4 do¼grusu etraf¬nda döndürülmesi ile oluşan
cismin hacmini bulunuz.

Örnek 223 y = 2x; y = 0 ve x = 1 ile s¬n¬rl¬bölgenin, (a) x = 1 do¼grusu, (b)
x = 2 do¼grusu etraf¬nda döndürülmesi ile oluşan cismin hacmini bulunuz.

Örnek 224 y = x2 + 1 e¼grisi ile bu e¼griye x = 1 apsisli noktas¬ndan çizilen
te¼get ve x = 0 do¼grusu aras¬nda kalan bölgenin y = 0 ve x = 1 ile s¬n¬rl¬
bölgenin, (a) x-ekseni, (b) y-ekseni etraf¬nda döndürülmesi ile oluşan cismin
hacmini bulunuz.

Örnek 225 Yar¬çap¬3 cm olan bir dairesel dik silindirden iki düzlemle bir e¼gri
takoz kesilmiştir. Bir düzlem silindirin eksenine diktir. ·Ikinci düzlem birinci
düzlemi silindirin merkezinde 45� lik aç¬ile kesmektedir. Takozun hacmini bu-
lunuz.

3.3 E¼gri Uzunlu¼gu Hesab¬

y = f(x) eşitli¼gi ile tan¬ml¬sürekli türevlenebilen bir f fonksiyonu verilsin. Bu
e¼grinin a ve b apsisli noktalar¬aras¬nda kalan parças¬n¬n uzunlu¼gunu bulal¬m.
Bu uzunlu¼gu l ile gösterelim.
[a; b] aral¬¼g¬n¬

a = x0 < x1 < � � � < xn�1 < xn = b
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özelli¼gine uygun noktalar ile n tane alt aral¬¼ga bölelim. Pk�1 = (xk�1; f(xk�1))
ve Pk = (xk; f(xk)) noktalar¬aras¬ndaki uzakl¬k lk ise l uzunlu¼gu yaklaş¬k olarak
lk say¬lar¬n¬n toplam¬d¬r. Yani

l �=
nX
k=1

lk

d¬r. Di¼ger taraftan

lk = jPkPk�1j
=

p
(xk � xk�1)2 + (f(xk)� f(xk�1))2

=

s
1 +

�
f(xk)� f(xk�1)
xk � xk�1

�2
(xk � xk�1)

=

s
1 +

�
f(xk)� f(xk�1)
xk � xk�1

�2
�xk

d¬r. f türevlenebilen bir fonksiyon oladu¼gundan ortalama de¼ger teoremi gere¼gi

f(xk)� f(xk�1)
xk � xk�1

= f 0(x0k)

olacak şekilde bir x0k 2 (xk�1; xk) noktas¬vard¬r. Böylece

lk =

q
1 + (f 0(x0k))

2
�xk

olup

l �=
nX
k=1

lk

=
nX
k=1

q
1 + (f 0(x0k))

2
�xk

bulunur. Parçalanman¬n say¬s¬n¬maks�xk ! 0 olacak şekilde art¬r¬rsak

l = lim
maks�xk!0

nX
k=1

q
1 + (f 0(x0k))

2
�xk

olur ki bu eşitli¼gin sa¼g taraf¬bir belirli integraldir. O zaman

l =

Z b

a

q
1 + (f 0(x))

2
dx

=

Z b

a

s
1 +

�
dy

dx

�2
dx

bulunur.
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Örnek 226 a yar¬çapl¬çemberin uzunlu¼gunu bulunuz.

Örnek 227 y = lnx � x2

8 e¼grisinin x = 2 ve x = 4 apsisli noktalar¬aras¬n da
kalan parças¬n¬n uzunlu¼gunu hesaplay¬n¬z.

Örnek 228 y = x3

12 +
1
x , 1 � x � 4 e¼gri parças¬n¬n uzunlu¼gunu hesaplay¬n¬z.

Uyar¬229 E¼ger e¼gri parças¬n¬n denklemi x = g(y), c � y � d biçiminde ver-
ilmiş ise, uzunlu¼gu

l =

Z d

c

q
1 + (g0(y))

2
dy

=

Z d

c

s
1 +

�
dx

dy

�2
dy

ile hesaplan¬r.

Örnek 230 y2 = x parabolünün (0; 0) ile (1; 1) noktalar¬aras¬nda kalan parças¬n¬n
uzunlu¼gunu bulunuz.

Uyar¬231 Uzunlu¼gu bulunmak istenen e¼grinin parametrik denklemi�
x = u(t)
y = v(t)

; t1 � t � t2

biçiminde ise

lk = jPkPk�1j
=

p
(xk � xk�1)2 + (f(xk)� f(xk�1))2

=
p
(�xk)2 + (�yk)2

=

r
(
�xk
�tk

)2 + (
�yk
�tk

)2�tk

yaz¬labilece¼ginden

l =

Z t2

t1

s�
dx

dt

�2
+

�
dy

dt

�2
dt

şeklinde hesaplan¬r.

Örnek 232 �
x = a(t� sin t)
y = a(1� cos t) ; 0 � t � 2�

sikloid yay¬n¬n uzunlu¼gunu bulunuz.

Örnek 233 �
x = a cos3 t
y = a sin3 t

; 0 � t � 2�

astroid e¼grisinin uzunlu¼gunu bulunuz.
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3.4 Yüzey Alan¬Hesab¬

Bu kesimde belirli integral yard¬m¬yla dönel cisimlerin yüzey alanlar¬n¬n hesa-
planmas¬üzerinde duraca¼g¬z. Bunun için kesik konilerin yüzey alan¬ndan yarar-
lan¬lacakt¬r. Taban yar¬çap¬ r, ana do¼gru uzunlu¼gu l olan bir koninin yanal
yüzey alan¬

2pir

l

S =
2�r

2�l
�l2 = �rl br2

dir. Buna göre alt taban yar¬çap¬r1, üst taban yar¬çap¬r2 ve anado¼gru uzunlu¼gu
L olan kesik koninin yüzey alan¬

2pir2
L1

L

2pir1

S = �r1(L+ L1)� �r2L1 br2

olur. Di¼ger taraftan
r1
r2
=
L1 + L

L1
= 1 +

L

L1

den

L1 =
Lr2
r1 � r2

olup

S = �r1(L+
Lr2
r1 � r2

)� �r2
Lr2
r1 � r2

= �L

�
r1 +

r1r2
r1 � r2

� r22
r1 � r2

�
= �L

�
r21

r1 � r2
� r22
r1 � r2

�
= �(r1 + r2)L

bulunur.
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Şimdi f fonksiyonu [a; b] aral¬¼g¬nda sürekli türevlenebilen pozitif bir bir
fonksiyon olmak üzere y = f(x) e¼grisinin x-ekseni etraf¬nda döndürülen cisim
C ve yüzey alan¬n¬S olsun. [a; b] aral¬¼g¬n¬

a = x0 < x1 < � � � < xn�1 < xn = b

özelli¼gine uygun noktalar ile n tane alt aral¬¼ga bölelim ve [xk�1; xk] aral¬¼g¬n¬
göz önüne alal¬m. f nin bu aral¬¼ga karş¬l¬k gelen parças¬n¬n x-ekseni etraf¬nda
döndürülmesi ile oluşan yüzey bir kesik koniye benzerdir. Bu yüzeyin alan¬Sk
ise

S =
nX
k=1

Sk

olur. Di¼ge taraftan

Sk �= �(r1 + r2)L

= � (f(xk) + f(xk�1))

q
(xk � xk�1)2 + (f(xk)� f(xk�1))2

= � (f(xk) + f(xk�1))

s
1 +

�
f(xk)� f(xk�1)
xk � xk�1

�2
(xk � xk�1)

= � (f(xk) + f(xk�1))

s
1 +

�
f(xk)� f(xk�1)
xk � xk�1

�2
�xk

olur. f türevlenebilen bir fonksiyon oladu¼gundan ortalama de¼ger teoremi gere¼gi

f(xk)� f(xk�1)
xk � xk�1

= f 0(x0k)

olacak şekilde bir x0k 2 (xk�1; xk) noktas¬vard¬r. Böylece

Sk �= � (f(xk) + f(xk�1))
q
1 + [f 0(x0k)]

2
�xk

olur. O zaman

S =
nX
k=1

Sk

�=
nX
k=1

� (f(xk) + f(xk�1))

q
1 + (f 0(x0k))

2
�xk

Parçalanman¬n say¬s¬n¬maks�xk ! 0 olacak şekilde art¬r¬rsak

S = lim
maks�xk!0

nX
k=1

� (f(xk) + f(xk�1))

q
1 + (f 0(x0k))

2
�xk
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olur ki bu eşitli¼gin sa¼g taraf¬bir belirli integraldir. O zaman

S = 2�

Z b

a

f(x)

q
1 + (f 0(x))

2
dx

= 2�

Z b

a

f(x)

s
1 +

�
dy

dx

�2
dx

bulunur. Burada f nin negatif olabilece¼gi dikkate al¬n¬rsa yüzey alan¬n¬n

S = 2�

Z b

a

jf(x)j
q
1 + (f 0(x))

2
dx

ile hesaplanmas¬gerekti¼gi anlaş¬lmaktad¬r.

Örnek 234 a yar¬çapl¬bir kürenin yüzey alan¬n¬hesaplay¬n¬z.

Örnek 235 y = x3, 0 � x � 1 e¼gri parças¬n¬n x-ekseni etraf¬nda döndürülmesi
ile oluşan cismin yüzey alan¬n¬hesaplay¬n¬z.

Örnek 236 y = 2
p
x, 1 � x � 2 e¼gri parças¬n¬n x-ekseni etraf¬nda döndürülmesi

ile oluşan cismin yüzey alan¬n¬hesaplay¬n¬z.

Uyar¬237 E¼ger e¼gri parças¬n¬n denklemi x = g(y), c � y � d biçiminde ver-
ilmiş ise, bunun y-ekseni etraf¬nda döndürülmesi ile oluşan yüzeyin alan¬

S = 2�

Z d

c

jg(y)j
q
1 + (g0(y))

2
dy

= 2�

Z d

c

jg(y)j

s
1 +

�
dx

dy

�2
dy

ile hesaplan¬r.

Örnek 238 y = x
1
3 , 0 � x � 8 e¼gri parças¬n¬n y-ekseni etraf¬nda döndürülmesi

ile oluşan cismin yüzey alan¬n¬hesaplay¬n¬z.

Uyar¬239 y = f(x), a � x � b e¼gri parças¬n¬n y = k do¼grusu etraf¬nda
döndürülmesi ile oluşan yüzeyin alan¬ile y = f(x)�k, a � x � b e¼gri parças¬n¬n
y = 0 (x-ekseni) etraf¬nda döndürülmesi ile oluşan yüzeyin alan¬eşittir. Böylece
d
dx (f(x) � k) =

d
dxf(x) oldu¼gundan y = f(x), a � x � b e¼gri parças¬n¬n y = k

do¼grusu etraf¬nda döndürülmesi ile oluşan yüzeyin alan¬

S = 2�

Z b

a

jf(x)� kj
q
1 + (f 0(x))

2
dx

olur.

Örnek 240 x2+(y�1)2 = 1 çemberinin y = �1 do¼grusu etraf¬nda döndürülmesi
ile oluşan yüzeyin alan¬n¬hesaplay¬n¬z.
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4 GENELLEŞT·IR·ILM·IŞ ·INTEGRALLER

Hat¬rlanaca¼g¬gibi
R b
a
f(x)dx belirli integralinin tan¬ml¬olmas¬için en az¬ndan

aşa¼g¬daki iki şart¬n sa¼glanmas¬gerekir. Birincisi [a; b] integrasyon aral¬¼g¬sonlu,
ikincisi f fonksiyonu [a; b] aral¬¼g¬nda s¬n¬rl¬ olmal¬d¬r. Bu tip integrallere has
integral denir. Bu kesimde belirli integral kavram¬n¬, aral¬¼g¬n sonsuz oldu¼gu ve
f nin [a; b] üzerinde sonsuz süreksizli¼gi (dolay¬s¬yla s¬n¬rs¬z) oldu¼gu durumlara
geni̧sletece¼giz. Her iki durumda da integrale genelleştirilmi̧s integral (has ol-
mayan integral) ad¬ verilir. Bu tür integraller uygulamada s¬kl¬kla karş¬m¬za

ç¬kar. Örne¼gin,
R 1
0

q
1+x
1�xdx integrali aerodinamikte,

R1
0
e�x

2

dx integrali ista-

tistikte,
R1
0
Ae�rtdt integrali faiz hesaplamalar¬nda ve

R1
0
xt�1e�xdx integrali

ise (bu integrale ba¼gl¬ tan¬mlanan � gama fonksiyonu) �ziksel uygulamalarda
kullan¬lmaktad¬r.
Genelleştirilmi̧s integraller üç guruba ayr¬l¬r. Örne¼gin,Z 1

0

dx

1 + x1
,
Z 2

0

dx

x� 1 ve
Z 1

1

dx

(x� 2)2

integraleri genelleştirilmi̧s integralleredir, ancak herbiri farkl¬özelliklere sahip-
tir. Birinci integralde integral aral¬¼g¬sonsuz, ikincisinde integrant s¬n¬rl¬de¼gil,
üçüncüsünde ise bu durumlar¬n her ikisi mevcuttur.

4.1 I. Tip Genelleştirilmi̧s ·Integraller (Sonsuz Aral¬klar)

y = 1
x2 e¼grisinin alt¬nda, x-ekseninin üstünde ve x = 1 do¼grusunun sa¼g¬nda

kalan sonsuz bölgeye S diyelim.

­1 1 2 3 4 5

1

x

y

Bölgenin uzunlu¼gu sonsuz oldu¼gundan alan¬n¬n da sonsuz olaca¼g¬düşünülebilir.
Şimdi bu alan¬ hesaplayal¬m. S bölgesinin x = t (t > 1) nin solunda kalan
parças¬n¬n alan¬

A(t) =

Z t

1

dx

x2
= 1� 1

t

dir. t ne kadar büyük seçilirse seçilsin A(t) < 1 oldu¼guna dikkat ediniz. Ayr¬ca

lim
t!1

A(t) = 1
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dir. Dolay¬s¬yla S bölgesinin alan¬1 br2 olupZ 1

1

dx

x2
= lim

t!1

Z t

1

dx

x2
= 1

yaz¬l¬r.
Bu örnek te oldu¼gu gibi, pozitif olmas¬gerekmeyen f fonksiyonunun sonsuz

bir aral¬k üzerindeki integralini sonlu aral¬klar üzerindeki integrallerinin limiti
olarak tan¬mlar¬z.

Tan¬m 241 Sonsuz bir aral¬k üzerinde tan¬ml¬s¬n¬rl¬fonksiyonlar¬n integraline
birinci tip genelleştirilmiş integral denir.

1. E¼ger f fonksiyonu [a;1) aral¬¼g¬nda sürekli iseZ 1

a

f(x)dx = lim
b!1

Z b

a

f(x)dx;

2. E¼ger f fonksiyonu (�1; b] aral¬¼g¬nda sürekli iseZ b

�1
f(x)dx = lim

a!�1

Z b

a

f(x)dx;

3. E¼ger f fonksiyonu (�1;1) aral¬¼g¬nda sürekli iseZ 1

�1
f(x)dx =

Z c

�1
f(x)dx+

Z 1

c

f(x)dx

Herbir durumda limit sonlu ise genelleştirilmiş integral yak¬nsakt¬r ve limit
de¼geri integralin de¼geridir. E¼ger limit yoksa genelleştirilmiş integral ¬raksakt¬r.

E¼ger f pozitif ise bu tan¬mdaki genelleştirilmi̧s integraller alan olarak yo-
rumlanabilir.

Örnek 242
R1
1

x3

x4+1dx,
R1
�1 x

2exdx,
R 1
�1

dx
(1+x2)3 birer I.tip genelleştirilmiş

integraldirler.

Örnek 243
R1
1

dx

x
integralinin yak¬nsak yada ¬raksak oldu¼gu belirleyiniz.

Z 1

1

dx

x
= lim

b!1

Z b

1

dx

x
= lim

b!1
[ln b� ln 1] =1

oldu¼gundan verilen integral ¬raksakt¬r. Bunun anlam¬y = 1
x e¼grisi alt¬nda x =

1 do¼grusunun sa¼g¬nda kalan bölgenin alan¬n¬n sonsuz oldu¼gudur. ·Ilk örnekle
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karş¬laşt¬r¬ld¬¼g¬nda aşa¼g¬daki durum ortaya ç¬kmaktad¬r.

­1 1 2 3 4 5

1

x

y

­1 1 2 3 4 5

1

x

y

y = 1
x2 (Alan sonlu ve 1 br

2) y = 1
x (Alan sonsuz)

Örnek 244
R 0
�1 xe

xdx integralini hesaplay¬n¬z.

­5 ­4 ­3 ­2 ­1 1

­0.4
­0.2

0.2
0.4

x

y

Örnek 245
R1
�1

dx
1+x2 integralini hesaplay¬n¬z.

Örnek 246 y = ln x
x2 e¼grisi alt¬nda x = 1 noktas¬n¬n sa¼g¬nda kalan alan sonlu

mudur? Sonlu ise de¼geri nedir?

2 4

0.2

0.4

x

y

Örnek 247 a > 0 olsun. Hangi p de¼gerleri için
R1
a

dx
xp integrali yak¬nsakt¬r?

Örnek 248 Hangi a de¼gerleri için
R1
1
axdx integrali yak¬nsakt¬r?

Örnek 249
R1
0
cosxdx integrali yak¬nsak m¬d¬r?

Örnek 250 Hangi t de¼gerleri için
R1
a
e�txdx integrali yak¬nsakt¬r?

Örnek 251
R1
0
xe�x

2

dx ve
R1
�1

xdxp
x2+2

integralleri yak¬nsak m¬d¬r? Yak¬nsak
ise de¼geri nedir?

Örnek 252 y = 8
x2�4 e¼grisi alt¬nda x = 3 noktas¬n¬n sa¼g¬nda kalan alan sonlu

mudur? Sonlu ise de¼geri nedir?
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4.1.1 Yak¬nsakl¬k Testleri

Aşa¼g¬daki testler integrasyon s¬n¬rlar¬n¬n birinin 1 olmas¬halinde verilmi̧stir.
Di¼ger durumlarda benzer testler verilebilir.

Teorem 253 (Karş¬laşt¬rma Testi) x � a için 0 � f(x) � g(x) olsun. Bu
durumda

�
R1
a
g(x)dx yak¬nsak ise

R1
a
f(x)dx de yak¬nsakt¬r.

�
R1
a
f(x)dx ¬raksak ise

R1
a
g(x)dx de ¬raksakt¬r.

Örnek 254
R1
0

dx
ex+1 integrali için 0 �

1
ex+1 �

1
ex olupZ 1

0

dx

ex
= lim

b!1

Z b

0

dx

ex
= lim

b!1
(1� 1

eb
) = 1

oldu¼gundan karş¬laşt¬rma testine göre
R1
0

dx
ex+1 integrali yak¬nsakt¬r.

Örnek 255
R1
2

dx
ln x integralinde x � 2 için 0 �

1
x �

1
ln x olupZ 1

2

dx

x
= lim

b!1

Z b

2

dx

x
= lim

b!1
(ln b� ln 2) =1

oldu¼gundan karş¬laşt¬rma testine göre
R1
2

dx
ln x integrali ¬raksakt¬r.

Teorem 256 (Limit Testi) limx!1 x
pf(x) = 
 olsun. O zaman

R1
a
f(x)dx

integrali

� p > 1 ve 
 sonlu ise yak¬nsakt¬r.

� p � 1 ve 
 6= 0 ise ¬raksakt¬r.

Örnek 257
R1
0

x2

4x4+25dx integrali verilsin.

lim
x!1

x2f(x) = lim
x!1

x2
x2

4x4 + 25
=
1

4

olup p = 2 ve 
 = 1
4 oldu¼gundan

R1
0

x2

4x4+25dx integrali yak¬nsakt¬r.

Örnek 258
R1
0

xp
x4+x2+1

dx integrali verilsin.

lim
x!1

xf(x) = lim
x!1

x2
xp

x4 + x2 + 1
= 1

olup p = 1 ve 
 = 1 oldu¼gundan
R1
0

xp
x4+x2+1

dx integrali ¬raksakt¬r.

Örnek 259 x = 1 do¼grusunun sa¼g¬nda, y = 1
x e¼grisinin alt¬nda ve x-eksenin

üstünde kalan bölge R olsun.

� R nin alan¬nedir?

� R nin x-ekseni etraf¬nda döndürülmesi ile oluşan cismin hacmi nedir?

� R nin x-ekseni etraf¬nda döndürülmesi ile oluşan cismin yüzey alan¬nedir?
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4.2 II. Tip Genelleştirilmi̧s ·Integraller (S¬n¬rl¬ Olmayan
Fonksiyonlar)

Birinci bölgede y = 1p
x
e¼grisi altnda x = 0 dan x = 1 e kadar olan bölgeyi

düşünelim. Öncelikle a dan 1 e kadar olan k¬sm¬n alan¬n¬bulal¬m.

­1 1 2

2

4

x

y

Z 1

a

dxp
x
= 2� 2

p
a

olur. Sonra a! 0+ iken bu alan¬n limitini hesaplayal¬m.

lim
a!0+

Z 1

a

dxp
x
= 2

olur. O halde e¼gri alt¬nda 0 dan 1 e kadar olan alan sonludur ve aşa¼g¬daki gibi
tan¬mlan¬r. Z 1

0

dxp
x
= lim

a!0+

Z 1

a

dxp
x
= 2:

Bu örnek te oldu¼gu gibi, sonlu bir aral¬kta pozitif olmas¬gerekmeyen s¬n¬rs¬z
bir f fonksiyonunun aral¬k üzerindeki integralini s¬n¬rl¬oldu¼gu aral¬k üzerindeki
integrallerinin limiti olarak tan¬mlar¬z.

Tan¬m 260 Sonlu bir aral¬kta bir noktada s¬n¬rs¬z olan fonksiyonun integraline
II. tip genelleştirilmiş integral denir.

1. E¼ger f fonksiyonu (a; b] aral¬¼g¬nda sürekli ve a da süreksizseZ b

a

f(x)dx = lim
t!a+

Z b

t

f(x)dx;

2. E¼ger f fonksiyonu [a; b) aral¬¼g¬nda sürekli ve b de süreksizseZ b

a

f(x)dx = lim
t!b�

Z t

a

f(x)dx;

3. E¼ger f fonksiyonu a < c < b olmak üzere c noktas¬hariç [a; b] aral¬¼g¬nda
sürekli ise Z b

a

f(x)dx =

Z c

a

f(x)dx+

Z b

c

f(x)dx:
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Herbir durumda limit sonlu ise genelleştirilmiş integral yak¬nsakt¬r ve limit
de¼geri integralin de¼geridir. E¼ger limit yoksa genelleştirilmiş integral ¬raksakt¬r.

Örnek 261
R 2
0
ex

x2 dx,
R 4
1

dx
(4�x)3 ,

R 5
�4

x2

(x�2)(x+1)2 dx integralleri birer II. tip genelleştir-

ilmiş integraldirler. Ancak
R �

2

0
sin x
x dx bir genelleştirilmiş integral de¼gildir (Ne-

den?).

Örnek 262
R 5
2

dxp
x� 2

integralinin yak¬nsak olup olmad¬¼g¬n¬araşt¬r¬n¬z.

Z 5

2

dxp
x� 2

= lim
t!2+

Z 5

2

dxp
x� 2

= lim
t!2+

[2
p
3� 2

p
t� 2] = 2

p
3

oldu¼gundan verilen integral yak¬nsakt¬r ve de¼geride 2
p
3 dür.

Örnek 263
R 3
0

dx

x� 1 integralinin yak¬nsak olup olmad¬¼g¬n¬araşt¬r¬n¬z.Z 3

0

dx

x� 1 =
Z 1

0

dx

x� 1 +
Z 3

1

dx

x� 1

yaz¬l¬r. Burada sa¼gdaki integrallerin her ikiside yak¬nsaksa verilen integral yak¬n-
sak olur. Birinin ¬raksak olmas¬halinde verilen integral ¬raksakt¬r. O zamanZ 1

0

dx

x� 1 = lim
t!1�

Z t

0

dx

x� 1 = lim
t!1�

[ln jt� 1j � ln 1] = �1

oldu¼gundan verilen integral ¬raksakt¬r.

Uyar¬264 Bu örnekte x = 1 noktas¬n¬farketmeden hareket etseydikZ 3

0

dx

x� 1 = ln jx� 1j
����3
0

= ln 2

şeklinde hatal¬bir hesap yapard¬k.

Örnek 265
R 3
0

dx

(x� 1) 23
integralinin yak¬nsak olup olmad¬¼g¬n¬araşt¬r¬n¬z.

Örnek 266
R �

2

0
secxdx integralinin yak¬nsak olup olmad¬¼g¬n¬araşt¬r¬n¬z.

Örnek 267
R 1
0
lnxdx integralinin yak¬nsak olup olmad¬¼g¬n¬araşt¬r¬n¬z.

Örnek 268 Hangi p de¼gerleri için
R b
a

dx
(x�a)p integrali yak¬nsakt¬r.

87



4.2.1 Yak¬nsakl¬k Testleri

Aşa¼g¬daki testler f fonksiyonunu [a; b] aral¬¼g¬nda sadece x = a noktas¬nda
s¬n¬rs¬z oldu¼gu hal için verilmi̧stir. Di¼ger durumlar için benzer sonuçlar elde
edilebilir.

Teorem 269 (Karş¬laşt¬rma Testi) a < x � b için 0 � f(x) � g(x) olsun.
Bu durumda

�
R b
a
g(x)dx yak¬nsak ise

R b
a
f(x)dx de yak¬nsakt¬r.

�
R b
a
f(x)dx ¬raksak ise

R b
a
g(x)dx de ¬raksakt¬r.

Örnek 270
R 5
1

dxp
x4�1 integrali verilsin. x > 1 için 0 �

1p
x4�1 �

1p
x�1 olupZ 5

1

dxp
x� 1

= lim
t!1+

Z 5

t

dxp
x� 1

= lim
t!1+

(4� 2
p
t� 1) = 4

oldu¼gundan karş¬laşt¬rma testine göre
R 5
1

dxp
x4�1 integrali yak¬nsakt¬r.

Örnek 271
R 6
3

ln x
(x�3)4 dx integrali verilsin. x > 3 için 0 �

1
(x�3)4 �

ln x
(x�3)4 olupZ 6

3

dx

(x� 3)4 = lim
t!3+

Z 6

t

dx

(x� 3)4 = lim
t!3+

�
� 1

3(x� 3)3

�����6
t

=1

oldu¼gundan karş¬laşt¬rma testine göre
R 6
3

ln x
(x�3)4 dx integrali ¬raksakt¬r.

Teorem 272 (Limit Testi) limx!a+(x�a)pf(x) = 
 olsun. O zaman
R b
a
f(x)dx

integrali

� p < 1 ve 
 sonlu ise yak¬nsakt¬r.

� p � 1 ve 
 6= 0 ise ¬raksakt¬r.

Örnek 273
R 5
1

1p
x4�1dx integrali verilsin.

lim
x!1+

(x� 1) 12 f(x) = lim
x!1+

(x� 1) 12 1p
x4 � 1

=
1

2

olup p = 1
2 ve 
 =

1
2 oldu¼gundan

R 5
1

1p
x4�1dx integrali yak¬nsakt¬r.

Örnek 274
R 3
0

1
(3�x)

p
x2+1

dx integrali verilsin.

lim
x!3�

(3� x)f(x) = lim
x!3�

(3� x) 1

(3� x)
p
x2 + 1

=

p
10

10

olup p = 1 ve 
 =
p
10
10 6= 0 oldu¼gundan

R 3
0

1
(3�x)

p
x2+1

dx integrali ¬raksakt¬r.
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4.3 Ek Sorular

Örnek 275 Aşa¼g¬daki integrallerin bir genelleştirilmiş integral olup olmad¬¼g¬n¬
belirleyiniz. ·Integrallerin yak¬nsak olup olmad¬¼g¬n¬araşt¬r¬n¬z. Yak¬nsak olan-
lar¬n (mümkünse) de¼gerini bulunuz.

�
R1
1

dx
x3

�
R1
0
e�x sinxdx

�
R 1
0

dx
x
p
x

�
R 1
0
arcsin xp
1�x2 dx

�
R 1
0

dxp
x�x2

�
R1
0

dxp
x+x4

�
R1
0

dx
x�1

Örnek 276 a n¬n hangi de¼geri veya de¼gerleri içinZ 1

1

�
ax

x2 + 1
� 1

2x

�
dx

integrali yak¬nsakt¬r. Karş¬l¬k gelen integral(ler)i hesaplay¬n¬z.

Örnek 277 Her x > 0 için G(x) =
R1
0
e�xtdt olsun. xG(x) = 1 oldu¼gunu

gösteriniz.

Örnek 278 Birinci bölgede koordinat eksenleri ve y = � lnx e¼grisi aras¬nda
kalan sonsuz bölge bir cisim oluşturmak için x-ekseni etraf¬nda döndürülüyor.
Oluşan cismin hacmini bulunuz.

Örnek 279 Aşa¼g¬daki integralleri hesaplay¬n¬z.

�
R 1
�1

dx
x2=3

�
R 1
0

dxp
1�x2

�
R1
2

2
v2�vdv

�
R1
�1

2x
(x2+1)2 dx

�
R 1
0

x+1p
x2+1

dx

�
R1
0

dx
(x2+1)(1+arctan x)

�
R 0
�1 e

�jxjdx
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�
R 1
0
x lnxdx

�
R1
�1

x
(x2+4)3=2

dx

�
R 2
0

s+1p
4�s2 ds

�
R1
1

1
x
p
x2�1dx

�
R 1
0
(� lnx)dx

�
R1
1

ln x
x2 dx

�
R1
�1 te

�t2dt

�
R1
0
e�x sinxdx

�
R 0
�1 e

x cos 2xdx

�
R1
0

1
ex+e�x dx

�
R1
1

dx
x
p
x2�1

�
R 1
�1

dxp
1�x2

Örnek 280 Aşa¼g¬daki integrallerin yak¬nsak olup olmad¬¼g¬n¬testleri kullanarak
belirleyeniz.

�
R �

2

0
tan �d�

�
R �
0

sin xp
��xdx

�
R ln 2
0

x�2e�1=xdx

�
R �

2

��
2

cos �
(��2�)1=3 d�

�
R 1
0

dxp
x+sin x

�
R 1
0

dt
t�sin t (·Ipucu: t � 0 için t � sin t)

�
R 1
�1 ln jxj dx

�
R1
�

2+cos x
x dx

�
R1
�

1+sin x
x2 dx

�
R1
�1

dx
ex+e�x

�
R �
0

sin x
1+cosxdx
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�
R �
0

cos xp
1�sin xdx

�
R 1
0

h
1p
x
+ 1p

1�x

i
dx

Örnek 281 [�2; 1] aral¬¼g¬üzerinde y = 1p
x+2

ve y = 0 ¬n gra�kleri ile s¬n¬r-
lanan bölgeyi göz önüne alal¬m.

� Bölgenin sonlu alana sahip oldu¼gunu gösteriniz.

� Bölgenin x-ekseni etraf¬nda döndürülmesiyle meydana gelen dönel cismin
sonsuz hacme sahip oldu¼gunu gösteriniz.

Örnek 282 f ve g nin sürekli oldu¼gunu ve x � a için 0 � f(x) � g(x) oldu¼gunu
kabul edelim. E¼ger

R1
a
g(x)dx yak¬nsak ise bu durumda

R1
a
f(x)dx de yak¬n-

sakt¬r. E¼ger
R1
a
f(x)dx ¬raksak ise

R1
a
g(x)dx de ¬raksakt¬r. Aşa¼g¬da verilen

integrallerin yak¬nsak veya ¬raksak olup olmad¬¼g¬n¬ göstermek için bu sonucu
kullan¬n¬z.

�
R1
1

sin2 x
x2 dx

�
R1
0

dx
x+ex

�
R1
2

dx
x3+4

�
R1
0
e�x

2

dx

�
R1
1

1+e�2xp
x
dx

�
R1
1
ex

2

dx

Örnek 283 y = e(x+1)
2

, y = e�(x+1)
2

ve x = 1 aras¬nda kalan bölge x = �1
do¼grusu etraf¬nda döndürülüyor. Elde edilen cismin hacmini bulunuz.

Örnek 284 y = ex
2

, y = e�x
2

ve y-ekseni aras¬nda kalan bölge y-ekseni etraf¬nda
döndürülüyor. Elde edilen cismin hacmini bulunuz.

Örnek 285 y = x3 + x ile y = x3 + x2 aras¬nda kalan bölge y-ekseni etraf¬nda
döndürülüyor. Elde edilen cismin hacmini bulunuz.

Örnek 286 Aşa¼g¬daki integrallerin karakterlerini araşt¬r¬n¬z.

�
R1
0

p
x cos xp

x4+x2+x+1
dx

�
R 4
0

dx
3px2�4

p
4�x

�
R1
0

dxp
x(x+1)
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�
R �

4

0
dx

3psin x
p
cos 2x

�
R1
0

cos2 xp
x(x+1)

dx

�
R 5
2

x
4
p
5�x

p
x�2(x�3)dx

�
R1
0

x4
3
p
x�2(x6+3)dx

�
R1
1

ln x
(x3+1) ln(x+1)dx

�
R 3
1

dxp
x�1(x�3)2=3

�
R1
2

dx
5
p
x�2

Örnek 287
R1
0

2xdx
x2+1 integralinin ¬raksak odu¼gunu ve dolay¬s¬yla

R1
�1

2xdx
x2+1 in-

tegralinin de ¬raksak oldu¼gunu gösteriniz. Sonra

lim
b!1

Z b

�b

2xdx

x2 + 1
= 0

oldu¼gunu gösteriniz.

Örnek 288 Birinci bölgede y = e�x ile x-ekseni aras¬nda kalan bölgenin

� alan¬n¬bulunuz

� y-ekseni etraf¬nda döndürülmesi ile oluşan cismin hacmini bulunuz

� x-ekseni etraf¬nda döndürülmesi ile oluşan cismin hacmini bulunuz

Örnek 289 y = secx ve y = tanx aras¬nda x = 0 dan x = �
2 ye kadar olan

bölgenin

� alan¬n¬bulunuz

� x-ekseni etraf¬nda döndürülmesi ile oluşan cismin hacmini bulunuz

Örnek 290 Aşa¼g¬daki integralleri yak¬nsak yapan C sabitini bulunuz. Bu C
sabiti için integralleri hesaplay¬n¬z.

�
R1
0

�
1p
x2+4

� C
x+2

�
dx

�
R1
0

�
x

x2+1 �
C

3x+1

�
dx

Örnek 291
R1
a
jf(x)j dx yak¬ns¬yorsa

R1
a
f(x)dx integraline mutlak yak¬nsak-

t¬r denir. E¼ger
R1
a
f(x)dx yak¬nsak fakat

R1
a
jf(x)j dx ¬raksak ise

R1
a
f(x)dx

integraline şartl¬ yak¬nsakt¬r denir.
R1
0

cos x
x2+1dx integralinin mutlak yak¬nsak

oldu¼gunu gösteriniz.
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Örnek 292
R1
0

sin x
x dx integralinin yak¬nsak oldu¼gunu gösteriniz.

Örnek 293
R1
0
e�x

2

dx integralinin yak¬nsak oldu¼gunu gösteriniz.

Örnek 294
R1
0

1�cos x
x2 dx integralinin yak¬nsak oldu¼gunu gösteriniz.

Örnek 295
R1
0
xn�1e�xdx integrali n > 0 için yak¬nsak n � 0 için ¬raksakt¬r,

göstriniz.

Örnek 296
R �

2

0
ln(sinx)dx = � 1

2� ln 2 eşitli¼ginin sa¼gland¬¼g¬n¬göstriniz.

4.4 Bir Özel Genelleştirilmi̧s ·Integral (Gama Fonksiyonu)R1
0
e�utdt birinci tip genelleştirilmi̧s integralini göz önüne alal¬m. Bu integral

u > 0 için yak¬nsak olup de¼geri 1u dur. Yani u > 0 içinZ 1

0

e�utdt =
1

u

dur. Bu eşitli¼gin her iki yan¬n¬n u ya göre türetilmesi ileZ 1

0

te�utdt =
1

u2Z 1

0

t2e�utdt =
2

u3Z 1

0

t3e�utdt =
3!

u4

...Z 1

0

tne�utdt =
n!

un+1

elde edilir. Bu son ifade de u = 1 al¬n¬rsaZ 1

0

tne�tdt = n!

elde edilir. Burada n de¼geri pozitif tam say¬olarak al¬nm¬̧st¬r. Bununla birlikte
n nin herhangi bir reel say¬(n > �1) olmas¬halinde de sa¼g taraftaki integral
tan¬ml¬d¬r. O halde x > �1 için

x! =

Z 1

0

txe�tdt

yaz¬labilir. Buradan 0! =
R1
0
e�tdt = 1 bulunur. Bu durum 0! in neden 1 olarak

tan¬mlanmas¬gerekti¼gini aç¬klar.
Buradaki genelleştirilmi̧s integral yard¬m¬yla

�(x) =

Z 1

0

tx�1e�tdt
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şeklinde tan¬mlanan fonksiyona gama fonksiyonu (genelleştirilmi̧s faktöriyel fonksiy-
onu) denir. Bu fonksiyon (şimdilik) x > 0 için tan¬ml¬d¬r.
n bir pozitif tam say¬ olmak üzere n! = n(n � 1)! eşitli¼ginin sa¼gland¬¼g¬n¬

biliyoruz. Buradan n bir pozitif tam say¬ise

�(n+ 1) = n! = n(n� 1)! = n�(n)

olur. Buna göre

�(1) = 0! = 1

�(2) = 1! = 1

�(3) = 2! = 2

...

d¬r. Şimdi x > 0 olsun. O zaman (k¬smi integrasyon i̧slemi ile)

�(x+ 1) =

Z 1

0

txe�tdt = lim
b!1

Z b

0

txe�tdt

= lim
b!1

 
�txe�t

��b
0
+

Z b

0

xtx�1e�tdt

!

= lim
b!1

 
�bxe�b + x

Z b

0

tx�1e�tdt

!

= x lim
b!1

Z b

0

tx�1e�tdt

= x�(x)

bulunur. Bu özellik yard¬m¬yla � fonksiyonunun herhangi iki tam say¬aras¬n-
daki de¼gerlerine karş¬l¬k gelen sonuçlar¬n¬n bilinmesi halinde di¼ger aral¬klardaki
fonksiyon de¼gerleri kolayca hesaplanabilir. Örne¼gin,

�(
5

2
) =

3

2
�(
3

2
) =

3

2

1

2
�(
1

2
) =

3

4
�(
1

2
)

dir. Yani �( 12 ) nin bilinmesi halinde
3
2 ;

5
2 ;

7
2 � � � noktalar¬n¬n � fonksiyonu alt¬n-

daki görüntüleri bulunabilir.

Örnek 297
R1
0
e�x

2

dx =
p
�
2 oldu¼gu bilindi¼gine göre �( 12 ) yi hesaplay¬n¬z. t =

x2 dnüşümü ile

�(
1

2
) =

Z 1

0

t�
1
2 e�tdt

=

Z 1

0

x�1e�x
2

2xdx

= 2

Z 1

0

e�x
2

dx

=
p
�
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bulunur. Buna göre �( 32 ) =
1
2�(

1
2 ) =

p
�
2 ve �( 52 ) =

3
p
�
4 olur.

Örnek 298 �( 53 )
�= 0:9 ise

R1
0
x4e�x

3

dx integralini yaklaş¬k olarak hesaplay¬n¬z.
x3 = t denirse x = t

1
3 olup dx = 1

3 t
� 2
3 dt olur. O zamanZ 1

0

x4e�x
3

dx =

Z 1

0

t
4
3 e�t

1

3
t�

2
3 dt

=
1

3

Z 1

0

t
2
3 e�tdt

=
1

3
�(
5

3
) �= 0:3

Örnek 299
R 1
0
x2
�
ln 1

x

�3
dx integralini hesaplay¬n¬z. y = � lnx denirse x =

e�y olup dx = �e�ydy olur. O zamanZ 1

0

x2
�
ln
1

x

�3
dx =

Z 1

0

e�2yy3e�ydy

=

Z 1

0

y3e�3ydy

=
1

3

Z 1

0

t3

27
e�tdt

=
1

81

Z 1

0

t3e�tdt

=
1

81
�(4) =

3!

81
=
2

27

Örnek 300
�
3
2

�
! nedir? Hesaplay¬n¬z.

Örnek 301 Gama fonksiyonu yard¬m¬yla aşa¼g¬daki integralleri hesaplay¬n¬z.

�
R1
0
x3e�xdx = 6

�
R1
0
x6e�2xdx = 45

8

�
R1
0

p
xe�x

3

dx = 1
3

p
�

�
R1
0
3�4x

2

dx =
p
�

4
p
ln 3

�
R 1
0

dxp
� ln x =

p
�

�
R1
0

4
p
xe�

p
xdx
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5 D·IZ·ILER VE SER·ILER

5.1 Diziler

Tan¬m 302 Tan¬m kümesi pozitif tam say¬lar kümesi olan her fonksiyona bir
dizi denir. De¼ger kümesi reel say¬lar kümesi ise diziye reel terimli dizi ad¬verilir.

Örne¼gin n bir pozitif tam say¬ ise f(n) = n2 + n bir reel terimli dizidir.
Al¬̧s¬lagelmi̧s f(n) gösterimi yerine bir dizi genelikle (an) (veya (an)11 ; fang; fang11 )
biçiminde gösterilir. n tam say¬s¬na an teriminin indisi denir. ·Indis yerine de¼ger-
ler konularak dizinin terimleri elde edilir. a1 birinci terim, a2 ikinci terim, ...
an n-inci terimdir. an n-inci terimine dizinin genel terimi denir. Genel ter-
imi an olan dizi (an) ile gösterilir. Örne¼gin ( n

n+1 ) dizisi denilince terimleri
1
2 ;

2
3 ;

3
4 ; :::

n
n+1 ; ::: olan dizi anlaş¬l¬r. Genel terimi an olan dizi (an) bimimde

gösterilebilece¼gi gibi terimleri listelemek ile (a1; a2; :::; an; :::) biçiminde de gös-
terilebilir. Baz¬durumlarda dizinin ilk terimi olarak a0 al¬n¬r ve bu durumda
dizi a0; a1; :::an; ::: olur.

Örnek 303 ( 12n ), ((�1)
n), ((1 + 1

n )
n) dizilerinin ilk üç terimini yaz¬n¬z.

Reel terimli diziler reel eksende noktalar olarak ifede edilebilece¼gi gibi dü-
zlemde noktalar olarakta ifade edilebilir.

Örnek 304 ( 1n ) dizisinin terimlerini reel eksende ve düzlemde gösteriniz.

Bazen bir dizinin indisi olan n say¬s¬büyüdükçe dizinin terimleri belli bir
de¼gere yaklaş¬r. Örne¼gin

(1;
1

2
;
1

3
; :::;

1

n
; :::)

dizisinde n büyüdükçe terimler 0 a yaklaş¬rken

(0;
1

2
;
2

3
; :::; 1� 1

n
; :::)

dizisinde terimler 1 e yaklaş¬r. Di¼ger taraftan

(
p
1;
p
2;
p
3; :::;

p
n; :::)

dizisinde n indisi büyüdükçe terimler verilen her say¬dan büyük olurken

(�1; 1;�1; :::; (�1)n; :::)

dizisinde terimler �1 ile 1 olarak de¼gi̧smektedir ve tek bir de¼gere yak¬nsamazlar.
Dizilerin yak¬nsamas¬ile ilgili genel kural aşa¼g¬daki tan¬m ile verilmi̧stir.

Tan¬m 305 (an) reel terimli bir dizi ve L bir reel say¬olsun. Verilen her " > 0
say¬s¬için n > n0 oldu¼gunda jan � Lj < " özelli¼gini sa¼glayan bir n0 tam say¬s¬
bulunabiliyorsa (an) dizisi L ye yak¬nsakt¬r denir. L say¬s¬na da (an) dizisinin
limiti denir. Bu durum

lim
n!1

an = L veya an ! L

biçiminde gösterilir. limn!1 an mevcut de¼gil ise (an) dizisine ¬raksakt¬r denir.
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Bu tan¬m¬n temelde söyledi¼gi şey şudur: L say¬s¬n¬n herbir komşulu¼gu, (an)
dizisinin sonlu say¬daki terimleri hariç di¼ger tüm terimlerini içeriyorsa (an) dizisi
L say¬s¬na yak¬ns¬yor denir. Bilindi¼gi gibi L say¬s¬n¬n "-komşulu¼gu

fx 2 R : jx� Lj < "g = (L� "; L+ ")

kümesidir.

Örnek 306 ( 1p
n
) dizisinin 0 a yak¬nsak oldu¼gunu gösteriniz. 0 ¬n 1

50 -komşulu¼gunun
d¬̧s¬nda kaç terimi vard¬r?
Dizinin terimleri s¬raland¬¼g¬nda 1; 1p

2
; 1p

3
; 12 ;

1p
5
; ::: biçiminde oldu¼gu görülmek-

tedir ve sezgisel olarak n indisi s¬n¬rs¬z artt¬¼g¬nda terimlerin 0 limitine yaklaşt¬¼g¬
görülür. Yak¬nsakl¬¼g¬ göstermek için " > 0 say¬s¬ verilsin. Dizinin terimleri
pozitif oldu¼gundan jan � 0j < " ifadesi 1p

n
< " şeklini al¬r ki buradan n > 1

"2

olur. Böylece n0 say¬s¬olarak 1
"2 ye eşit veya daha büyük olan pozitif tam say¬

seçilmelidir.
Örne¼gin " = 1

50 verildi¼ginde n0 � 2500 al¬nmal¬d¬r. Bu durumda n > n0 �
2500 oldu¼gunda

jan � 0j =
1p
n
<

1
p
n0
� 1p

2500
=
1

50
= "

bulunur. Yani dizinin 2500 tane terimi 0 ¬n 1
50 -komşulu¼gunun d¬̧s¬ndad¬r.

E¼ger n ! 1 için an s¬n¬rs¬z olarak art¬yor veya azal¬yor ise (an) dizisi
¬raksakt¬r ve bu durum

lim
n!1

an =1 veya lim
n!1

an = �1

biçiminde gösterilir. Birincisine sonsuza ¬raksama, ikincisine eksi sonsuza ¬rak-
sama denir. Bunlar¬n d¬̧s¬nda limn!1 an limit var olmad¬¼g¬nda da dizi ¬raksak-
t¬r. Örne¼gin limn!1(�1)n ve limn!1 sinn limitleri mevcut de¼gildir.
Diziler özel fonksiyonlar olduklar¬ndan fonksiyonlar için geçerli olan limit

alma kurallar¬diziler içinde geçerlidir. Bir dizinin limiti hesaplan¬rken o dizide
n yerine x konup x!1 için limit al¬nabilir. Buna göre an = f(n) genel terimli
dizi için

lim
n!1

an = lim
x!1

f(x)

yaz¬labilir. Bu durumda L�Hopital kural¬ da kullan¬labilir. Bu bilgiler net-
icesinde aşa¼g¬daki teoremin ispat¬aç¬kt¬r.

Teorem 307 (an) ve (bn) yak¬nsak reel say¬ dizileri için limn!1 an = L1 ve
limn!1 bn = L2 olsun. O zaman k bir sabit say¬olmak üzere aşa¼g¬daki eşitlikler
sa¼glan¬r.

� limn!1 k = k

� limn!1 kan = kL1

97



� limn!1(an � bn) = L1 � L2

� limn!1(anbn) = L1L2

� limn!1
an
bn
= L1

L2
, (L2 6= 0)

Örnek 308
�
(n+ 1)

1
n

�
dizisinin limitini bulunuz.

f(x) = (x + 1)
1
x diyelim. limx!1 f(x) limiti 10 belirsizli¼gine sahiptir. O

zaman

lim
x!1

ln f(x) = lim
x!1

ln(x+ 1)

x
= lim

x!1

1
x+1

1
= 0

oldu¼gundan
lim
x!1

(x+ 1)
1
x = e0 = 1

olur. Böylece
lim
n!1

(n+ 1)
1
n = 1

bulunur.

Örnek 309
�q

n+1
n

�
ve
�
(n+1n�1 )

n
�
dizilerinin limitlerini bulunuz.

Teorem 310 jrj < 1 ise limn!1 r
n = 0 d¬r.

Örnek 311
�
1
2n

�
;
�
(�1)n
3n+1

�
, (5�n) dizilerinin limitleri 0 d¬r.

Teorem 312 (Diziler için S¬k¬̧st¬rma Teoremi) (an); (bn) ve (cn) reel say¬
dizileri olsunlar. E¼ger belli bir n0 say¬s¬ndan büyük bütün n ler için

an � bn � cn

eşitsizli¼gi sa¼glan¬yor ve
lim
n!1

an = lim
n!1

cn = L

ise
lim
n!1

bn = L

dir.

Örnek 313
�
cosn
n

�
ve
�
(�1)n
n

�
dizilerinin limitleri için s¬k¬̧st¬rma teoremi kul-

lan¬labilir.

Örnek 314 (janj) dizisi 0 a yak¬nsak ise (an) dizisi de 0 a yak¬nsar.

Örnek 315
�
2n

n!

�
dizisinin limitini hesaplay¬n¬z.

n ! 1 için 2n ! 1 ve n! ! 1 oldu¼gundan verilen dizinin yak¬nsakl¬¼g¬
veya ¬raksakl¬¼g¬hemen belli de¼gildir. Üstelik limn!1

2n

n! limiti
1
1 belirsizli¼gine
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sahip olmas¬na ra¼gmen n! nedeni ile L�Hopital kural¬n¬da kullanamay¬z. An-
cak dizinin genel terimi üzerinde bir cebirsel işlem yaparak s¬k¬̧st¬rma teoremini
kullanabiliriz.

2n

n!
=

n tanez }| {
2:2:2:::2

1:2:3:::n
=
2

1
:
2

2
:
2

3
:::
2

n

� 2:1:
2

3
:
2

3
:::
2

3
= 2

�
2

3

�n�2
=
9

2

�
2

3

�n
bulunur. O zaman s¬k¬̧st¬rma teoreminde an = 0, bn = 2n

n! ve cn =
9
2

�
2
3

�n
al¬n¬rsa

lim
n!1

an = lim
n!1

cn = 0

oldu¼gundan limn!1
2n

n! = 0 bulunur.

Örnek 316 (S¬kça raslanan limitler) Aşa¼g¬daki alt¬ dizi karş¬lar¬nda yaz¬l¬
limitlere yak¬nsar.

� limn!1
lnn
n = 0

� limn!1 n
p
n = 1

� limn!1 r
1
n = 1 (r > 0)

� limn!1 r
n = 0 (jrj < 1)

� limn!1(1 +
r
n )
n = er (her r için)

� limn!1
rn

n! = 0 (her r için)

Örnek 317 (·Indirgemeli diziler) Bir dizi, önce birinci terimi (veya terim-
lerinden birinin de¼geri) verilip, sonraki terimlerin önceki terimler cinsinden
ifade edilmesi ile de tan¬mlanabilir. Bu tür dizilere indirgemeli veya tekrarlamal¬
diziler denir.

� (an) dizisi, a1 = 2 ve n � 1 için an+1 = 3an + 4 indirgeme formülü ile
tan¬mlans¬n. Dizinin dördüncü terimi kaçt¬r.

� (an) dizisi, a1 = 1 ve n > 1 için an = nan�1 indirgeme formülü ile
tan¬mlans¬n. Dizinin dördüncü terimi kaçt¬r. an = n! oldu¼guna dikkat
ediniz.

� (an) dizisi, a1 = 1; a2 = 1 ve n > 2 için an+1 = an + an�1 indirgeme
formülü ile tan¬mlans¬n. Bu şekilde tan¬ml¬(an) dizisine Fibonacci Dizisi
denir ve dizinin terimlerine de Fibonacci Say¬lar¬ad¬verilir.
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5.2 Monoton ve S¬n¬rl¬Diziler

Önceki kesimde limn!1 an limiti bulunarak (an) dizisinin yak¬nsakl¬¼g¬araşt¬r¬lm¬̧st¬r.
Ancak her zaman bu limiti hesaplamak mümkün olmayabilir. Örne¼gin genel ter-
imi

an = 1 +
1

2
+
1

3
+ :::+

1

n
� lnn

dizinin yak¬nsay¬p yak¬nsamad¬¼g¬bahsi geçen limit dikkate al¬narak bulunamaz.
Bu kesimde (an) dizisinin limiti bulunmadan yak¬nsakl¬¼g¬hakk¬nda karar vere-
bilece¼gimiz önemli bir sonucu verece¼giz.

Tan¬m 318 (Monoton dizi) (an) reel terimli bir dizi olsun. E¼ger her n pozitif
tam say¬s¬için

� an+1 > an ise (an) dizisi artan,

� an+1 < an ise (an) dizisi azalan,

� an+1 � an ise (an) dizisi azalmayan,

� an+1 � an ise (an) dizisi artmayand¬r.

Yukar¬daki tiplerden herhangi birini sa¼glayan diziye monoton dizi denir.

Uyar¬319 Bir dizinin monotonluk durumu araşt¬r¬l¬rken an+1 � an fark¬na
veya an+1

an
oran¬na bak¬labilece¼gi gibi, mümkünse f(n) = an ile verilen f(x)

fonksiyonunun türevinin işareti de incelenebilir

Örnek 320 Genel terimleri verilen dizilerin monoton olup olmad¬¼g¬n¬araşt¬r¬n¬z.

� an = n

� an = n
n+1

� an = 2n

n!

� an = (�1)n
n

� an = 5

� an = n
en

Tan¬m 321 (S¬n¬rl¬dizi) (an) reel terimli bir dizi olsun.

� E¼ger her n pozitif tam say¬s¬için an �M olacak şekilde bir M reel say¬s¬
varsa (an) dizisine üstten s¬n¬rl¬d¬r denir.

� E¼ger her n pozitif tam say¬s¬için an � m olacak şekilde bir m reel say¬s¬
varsa (an) dizisine alttan s¬n¬rl¬d¬r denir.

� Dizi hem alttan hem üstten s¬n¬rl¬ise diziye s¬n¬rl¬dizi denir.
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Örnek 322 Genel terimleri verilen dizilerin s¬n¬rl¬olup olmad¬¼g¬n¬araşt¬r¬n¬z.

� an = n

� an = n
n+1

� an = 2n

n!

� an = (�1)n
n

� an = 5

� an = n
en

� an = 2n+1
n+1

Uyar¬323 Yak¬nsak her dizi s¬n¬rl¬d¬r. (an) reel terimli dizisi L say¬s¬na yak¬n-
sak olsun. O zaman n > n0 oldu¼gunda jan � Lj < 1 olacak biçimde bir n0 say¬s¬
vard¬r. Bu durumda her n > n0 için L � 1 < an < L + 1 olur. O zaman
m = minfL� 1; a1; a2; :::; an0g ve M = maxfL+ 1; a1; a2; :::; an0g dersek her n
pozitif tam say¬s¬için m � an �M olur. Yani dizi s¬n¬rl¬d¬r.

Uyar¬324 S¬n¬rl¬bir dizi yak¬nsak olmayabilir. Örne¼gin (an) = ((�1)n) dizisi
s¬n¬rl¬d¬r fakat yak¬nsak de¼gildir. Monoton bir dizi de yak¬nsak olmayabilir.
Örne¼gin (an) = (n) dizisi monotondur fakat yak¬nsak de¼gildir. S¬n¬rl¬ bir dizi
monoton ve monoton bir dizi de s¬n¬rl¬ olmayabilir. (Bu uyar¬daki iki örnek
bunun için kullan¬labilir)

Teorem 325 Bir (an) dizisi hem s¬n¬rl¬hem de monoton ise yak¬nsakt¬r.

Ispat. Terimleri azalmayan diziler için ispat yapal¬m. (an) s¬n¬rl¬oldu¼gundan
her n pozitif tam say¬s¬için m � an �M olacak şekilde m ve M say¬lar¬vard¬r.
Bu ise disinin terimlerinin kümesi olan S = fa1; a2; :::an; :::g kümesinin üstten
s¬n¬rl¬ oldu¼gunu söyler. O zaman bu kümenin L gibi bir en küçük üst s¬n¬r¬
vard¬r. Verilen " > 0 için L � " < L olup L � " say¬s¬S kümesinin üst s¬n¬r¬
de¼gildir. Böylece an0 > L�" olacak biçimde bir n0 say¬s¬vard¬r. (an) azalmayan
oldu¼gundan

L� " < an0 � an0+1 � � � � � L < L+ "

olur. Buradan her n > n0 için jan � Lj < " elde edilir ki bu limn!1 an = L
demektir.

Örnek 326 Genel terimi aşa¼g¬da verilen dizilerin yak¬nsak oldu¼gunu gösteriniz.

� an = n
n+1

� an = 2n

n!

� an = n
en
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� an = 2n+1
n+1

� an = 1:3:5::(2n�1)
2:4:6:::(2n) (an+1an

= 2n+1
2n+2 < 1 ve 0 < an < 1)

� an = 1
n+1 +

1
n+2 + � � �+

1
2n (an+1 � an > 0 ve

1
2 � an < 1)

Örnek 327 a1 =
p
2 ve n � 1 için an+1 =

p
2 + an indirgeme ba¼g¬nt¬s¬ ile

tan¬ml¬(an) dizisinin yak¬nsak oldu¼gunu gösterip limitini bulunuz. (0 < an < 2
ve an+1 � an > 0 d¬r.)

Örnek 328 a1 = 1 ve n � 1 için an+1 = 1
4an+6 indirgeme ba¼g¬nt¬s¬ile tan¬ml¬

(an) dizisinin yak¬nsak oldu¼gunu gösterip limitini bulunuz.

5.3 Ek Sorular
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